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HAUPTAUFSÄTZE 
Profil und Auftrieb eines Segels ) 


Von Kurt Voelz in Braunschweig 


In einer idealen Strömung sei zwischen zwei parallelen Masten, deren Verbindungslinie mit der An- 
strömungsrichtung einen kleinen Winkel bildet, ein Stück Tuch gespannt. Die Form, die dieses Tuch unter 
dem Einfluß der inneren Spannung und der von der Strömung aufgeprägten äußeren örtlich verschiedenen 
Drucke annimmt, wird berechnet. Für den Fall, daß das Verhältnis zwischen Tuchlänge und Mastenabstand 
konstant bleibt, wird die gesamte von der Strömung auf das Segel ausgeübte Kraft in Abhängigkeit vom 
Anstellwinkel angegeben. 

In an ideal flow, a sail is fastened between two parallel masts. T’he angle beiween the straight line con- 
necting the masts and the direction of the undisturbed flow may be small. T’he form of the sail is calculated 
as it is assumed under the influence of the inner tensions and the outer pressure that is caused by the flow 
and is varying from point to point. In the case that the ratio of the length of the sail and the distance of 
the mas is constant, the total force that is exacted by the flow upon the sail is given as function of the angle 
of incidence. 

Dans un £coulement ideal une voile soit deploy£e entre deux mäts paralläles, dont la ligne de commu- 
nication fait un angle petit avec la direction d’incidence du flux. L’auteur caleule la forme de cette voile 
sous l’influence de la tension interne et de la pressure externe, celle-ci &tant imprimee par l’&coulement ei 
variante de point en point. Pourvu que la proportion entre la longueur de lawoile et la.distance des mäts 
soit constante, on peut indiquer la force totale de l’&coulement sur la voile comme fonction de l’angle d’in- 
cidence. 

B upeanbHoM IHOTOKe HATATUBAETCHA KyCOK MATepHuH Me3KAy AByMA MayTaMmu, JINHUA 
COeHHHEHHA KOTOPEIX OÖpasyeT MAleHBEHÄ YToI C HampaBlemeMm IOTORa. Onpenenaerch 
hopMma MaTepun, KOTOPylW OHa HPHHHMAET IIOA BIIUSHUeM BHYTPCHHHX HAIIPFSKCHHH M BHEIN 
HHX HEPaABHOMePHBIX AABJIeHUÜ, BEISBAHHBIX IIOTOKOM. Onpenertterca OÖMaA CHA NABIIeHHA 
HOTORA HA MATEPHW B CIIyyae, ECJIM OTHOIICHHE MEIKAY AYIMHHOL MATePpuH MU PacCTOAHHMeM 
Meikiy Ma4YTaAMH OCTAeTCA IIOCTOAHHEIM. 


1. Das Problem 
Bisher ungelöst ist die Frage nach Profilen, die sich in einer idealen Strömung befinden und 
- deren innere Spannungen mit den von der Strömung aufgeprägten örtlich verschiedenen Drucken 
im Gleichgewicht stehen. Solche Profile treten bei der Ausnutzung der Windkraft durch aus 
‚Tuch gefertigte Segel auf. Aufgabe dieser Arbeit soll es sein, ihre Form und die von der Strömung 
auf sie ausgeübten Kräfte rechnerisch zu ermitteln. 

Um das Problem möglichst einfach zu gestalten, wollen wir uns dabei auf eine zweidimen- 
F sionale Strömung beschränken. Wir können uns dann das Segel zwischen zwei zur z-Achse 
b5; parallelen, unendlich langen Masten ausgespannt denken und haben nur die Strömung in einer 
er dazu senkrechten xy-Ebene zu untersuchen. Die Durchstoßungspunkte der Masten mit dieser 
- Ebene können wir als vorderen und hinteren Endpunkt des Segels und ihre Verbindungsgerade 
als die Sehne des Segels bezeichnen. Weiterhin dürfen wir, ohne einen besonderen Fehler zu 
Bi. begehen, das Segel als unendlich dünn ansehen, so wie man jede Membran als unendlich dünn 

ansieht. 
Die Beschränkung auf eine ideale Strömung bedeutet, daß man einmal die Kompressibilität 
vernachlässigt. Dazu ist man aber immer berechtigt, solange die untersuchten Strömungs- 
geschwindigkeiten klein sind gegenüber der Schallgeschwindigkeit in dem strömenden Medium, 
i Diese Forderung ist bei dem vorliegenden Problem praktisch immer erfüllt. Schwerwiegender 
ist die andere Vernachlässigung, nämlich die Nichtberücksichtigung der Reibung, da es keine 
Strömung ohne Reibung gibt. Nun zeigt aber die Erfahrung, daß bei genügend schlanken 
_ Körpern, die ungefähr in Richtung ihrer größten Ausdehnung angeströmt werden, die Reibung 
nur eine dünne Schicht in der Nähe des Körpers beeinflußt, während sich die übrige Strömung 
so verhält, als ob Reibung nicht vorhanden wäre, und daß deshalb die für eine ideale Flüssigkeit 
berechneten Stromlinienbilder und Kräfte mit den wirklichen sehr gut übereinstimmen. Wir 
" müssen uns also auf solche Formen beschränken, deren Bogenlänge nur wenig größer als die 
Sehne ist, so daß die Wölbung klein bleibt, und ebenso muß der Winkel zwischen der Sehne und 
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der Strömungsrichtung weit vor dem Segel, der Anstellwinkel des Segels, klein sein. Nun benützt 
man zwar die Segel auch bei großen Anstellwinkeln — die ‚‚Treiber‘‘ stehen sogar ungefähr 
senkrecht zur Strömung — doch löst sich hier durch die Wirkung der Zähigkeit die Strömung 
so von der Segelfläche ab, es bildet sich hinter dem Segel ein breites Totwassergebiet, und das 
Strömungsbild unterscheidet sich wesentlich von dem einer idealen Strömung. Dadurch tritt 
der Widerstand des Segels, der von der Theorie der idealen Strömung nicht erfaßt wird, mit 
wachsendem Anstellwinkel immer stärker in Erscheinung, bis schließlich bei rechtwinkliger An- 
strömung die gesamte auf das Segel wirkende Kraft Widerstand ist. Die Berechnung solcher 
Strömungen ist heute aber noch nicht möglich. 


2. Die inneren Kräfte des Segels 

Wir wollen zunächst die inneren Kräfte in einem Segel betrachten. Da die Strömung nur 
in Ebenen senkrecht zur z-Achse erfolgen soll, müssen auch die Schnittkurven des Segels mit 
allen zur xy-Ebene parallelen Ebenen die gleichen sein. Die Kräfte besitzen also keine Kom- 
ponente in Richtung der z-Achse. Da.das Tuch nicht biegungssteif ist, kann es nur Zugkräfte 
und keine Biegemomente übertragen. Untersuchen wir die Schnittkurven des unendlich dünn 
gedachten Segels mit der zy-Ebene, die wir in Zukunft als das Profil des Segels bezeichnen 
wollen, so haben wir dieselben Verhältnisse wie bei einem eben ausgespannten Seil, das auch 
nicht biegungssteif ist und auch nur Zugkräfte übertragen kann, und wir können jlie dafür ent- 
wickelte Theorie hier anwenden. 

Denken wir uns ein unendlich kleines Seilelement ds durch zwei benachbarte Querschnitte 
herausgeschnitten, so müssen die an den beiden Endquerschnitten übertragenen Seilkräfte ©, 
und ©, mit der Resultierenden pds der Belastung des Elementes ds im Gleichgewicht stehen. 
Diese steht überallsenkrecht auf der Segelfläche. Daraus folgt bekanntlich[5], daß die Spannung 8 
überall konstant ist und mit der Belastung p pro Längeneinheit in der Beziehung p = S/R steht, 
wo Rden Krümmungshalbmesser bezeichnet. Wegen der Voraussetzung, daß nur kleine Wöl- 
bungen betrachtet werden sollen, bleibt auch y’ = dy/dx klein, und wir wollen unsere Vorausset- 
zung dahingehend präzisieren, daß wir die Wölbung so klein annehmen, daß wir y’? gegen 1 ver- 
nachlässigen können. Dann wird R = 1/y" und 


DNB N de Are 


Insbesondere würde sich für eine konstante Druckverteilung durch Integration die bekannte 
‚„‚Seilparabel‘‘ ergeben, die man auch unter ähnlichen Vernachlässigungen erhält, wenn man 
unter p das Gewicht des Seils pro Längeneinheit versteht. _ 


3. Die Strömung um das Segelprofil nach der Theorie von Birnbaum-Glauert. 


Zur Berechnung der Strömung um das Segelprofil benützen wir die Theorie von Birn- 
baum [4] und Glauert, da sich diese für das unendlich dünne Profil besonders eignet. Das 
Segel muß Teil einer Stromfläche sein, 
da keine Flüssigkeit hindurchtritt. Wir 
verwenden nun eine Anzahl gebundener 
unendlich langer, der z-Achse paralleler 
Wirbel, die wir zu kontinuierlich verteil- 
ten gebundenen Wirbeln auf dieser 
Stromfläche vereinigen, wodurch wir eine 
Wirbelfläche an Stelle des Segels erhal- 

Bildı ten. Dabei ist unter einem gebundenen 

Wirbel ein Wirbel zu verstehen, der an 

einen bestimmten Ort gebunden ist und einen Tragflügel, in unserem Fall das Segel, in seiner 

Wirkung ersetzt. Die Wirbelstärke sei gegeben durch Uy(£)d&, wo U die Anblasgeschwin- 

digkeit sei, die parallel zur &-Achse gerichtet sei (s. Bild 1). Nach dem Vorschlag von Birnbaum 
und Glauert können wir die Rechnung vereinfachen, indem wir | 


1. die Wirbel auf der x-Achse anordnen statt auf dem Profil selbst und 


2. die Komponente dvin Richtung der y-Achse der von den Wirbeln auf dem Profil selbst 


erzeugten Geschwindigkeit gleich dem entsprechenden Betrag auf der x-Achse setzen. 


Beide Vereinfachungen gründen sich auf die Voraussetzung, daß nur kleine Wölbungen 


betrachtet werden sollen. Die von sämtlichen Wirbeln im Punkte x erzeugte Geschwindigkeit 
parallel zur y-Achse ist dann : 


t 
„2. [vde 


en, —E 


rn. 
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Die Richtung der Profiltangente, die gleich der Richtung der Strömung an der betrachteten 
Stelle ist, ist gegeben durch 


4 


t 
dv. y(&)dE 9 
are (2). 
0 


Die von den Wirbeln erzeugte Zusatzgeschwindigkeit a in Richtung der x-Achse läßt sich aus 
der Zirkulation um das Stück d& der &-Achse zu u= + Uy/2 bestimmen, wo die V.orzeichen so 
zu wählen sind, daß auf der Saugseite u zur Anblasgeschwindigkeit U zuaddiert und auf der 
Druckseite von ihr abgezogen wird. Der Druck p ergibt sich dann nach der Bernoullischen 
Gleichung auf der Saugseite zu p, = — U?y und auf der Druckseite zu Pu —& U?»y, und 
der durch den Staudruck q = g U? dimensionslos gemachte Druckunterschied zwischen Saug- 
und Druckseite wird 2 

RE en (B) 


4.. Die Integrodifferentialgleichung des Problems 


Wir haben jetzt in (3) die Größe der von der Strömung auf ein Element des Segels aus- 
geübten Kraft bestimmt und können mit diesem Wert in Gleichung (1) eingehen: 


23Sy" 
2-5 ER A RE (4) 


LOB. 
und den so gefundenen Wert für y schließlich in (2) einsetzen: 


t 
dY 8 dy(&), _dE 
de 20 U. de? 2 —E 


Führen wir die dimensionslosen Koordinaten «* = x/t und y* = y/t und die dimensionslose 


Größe 
| _ oU?t 
'  2ns 
ein, so wird nach Fortlassung der Sterne 
1 
1 dy. de 
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wo die Striche Differentiation nach x* bedeuten. Aus der Lösung y’ (x) dieser Integrodifferential- 
gleichung können wir die Profilkontur y(x) durch einfache Integration und die Druckverteilung 
durch Differentiation nach (4) erhalten. Endlich wollen wir noch Kreiskoordinaten © und önach 
1 1 
ls 0) 251008) 
einführen und bekommen unsere Gleichung in der Form 


Ein aa @2 a il. 


— 
nn a a a ee Wr PN a DT Ve 


y9) = Ameh, dö cos dö— cos d 


5. Umwandlung der Integrodifferentialgleiehung in eine gewöhnliche Integralgleichung 


Es wäre nun möglich, die Gleichung (6) durch den Ansatz y (9) = 2% A"f,„(0) zulösen. 
n=0 


‘= Doch wird es dann schwierig, den Konvergenzbereich dieser Reihe und die Lösungen für Werte 
von A, die außerhalb des Konvergenzbereichs liegen, anzugeben. Wir versuchen deshalb, die 
Gleichung (6), die sich durch das Auftreten der Ableitung d.y’/dö unter dem Integralzeichen von 
einer gewöhnlichen Integralgleichung unterscheidet, auf eine solche zurückzuführen, und 


.. 


"beachten dazu, daß sie eine gewisse Ähnlichkeit mit der in der Tragflügeltheorie vorkommenden 


q Gleichung Y 
Bi; ET 1 [d6() dö 
Kol dö cosd—cosd \ 


DQF 


ee 


besitzt, in der g den induzierten Winkel und @ die dimensionslos gemachte Zirkulation. bedeuten. | 
Diese Gleichung konnte Betz [1] nach @ auflösen. Es ist hier aber nicht möglich, das Betzsche 
Ergebnis einfach auf unsere Gleichung (6) anzuwenden, denn einmal sind zwei bei der Um- 
wandlung auftretende Integrationskonst anten wegen anderer an hier nicht Null 
wie bei Betz, zweitens entsteht eine gewisse Schwierigkeit dadurch, daß dy’(ö)/dö eine ungerade | 
Funktion ist. Denn in dem Ausdruck (6) für y’() kommt ö nur in der Form cos ö vor, esist 
also % (9) = y'(—®). Daraus folgt aber | e BR ” 


"dy(6) _  Ayi—d) 


ES: | ST) 

z Nun R aber y’ nur in dem Intervall O< öd<z definiert, und wir wollen statt. der Glei- 
r chung (6) die etwas allgemeinere Gleichung % 
wo Y (9) == au: ak: a N (7) 


betrachten, in der k(ö) eine beliebige stetige Bene=: Funktion sein soll, die außerdem periodisch 
mit der Periode 27 sei: 


KEIN men (8a) ki. 2nKehlö)....). wen : (8b). 
Unter diesen Bedingungen können wir (7) mit Hilfe einfacher trigonometrischer, Formeln um- 
formen zu 
27 
y(d)-sind en! sd 
TS PR Te ze k(6) eig gr, U NR, (9) 


Wir können jetzt k(®) als Realteil und (y’(®) - sin 9) als Imaginärteil einer analytischen 
Funktion F(z) mit 2=r: e'® auf dem Einheitskreis, also für r=1, rn Denn beide sind 
durch das zweite Poissonsche Integral 4 ' | 

HF@} = | Kr} eig — 3 Zu, u oe 


miteinander errungen das ist nämlich gerade Gleichung (9). Es gilt KRer auch die Umkehrung ii.‘ 


Wh / 


Rz, : freu a 


wo c, eine beliebige Konstante ist, Auf unseren Fall angewandt get da 


y (6) - sin ö d— ae En Wa 
nn 


wu 


Beachten wir jetzt, daß y '(#) Bach (7) eine a und periodische Funktion r mit der Periode LAR: 
- 2z ist, so können wir die 10 Gleichung wieder umformen zu Sr EIER AN 


k(9) vo: sin oe I — az a0 + 


Wir haben jetzt Gleichung (7) nach (9) aufgelöst, Sen k() durch EN Bu vo w 
lediglich in dem Intervall 0< v) <z bestimmt ist, ebenso wie in (7) y'(®) durch den Verlauf 
von k(®) in diesem Intervall a ist. Wir können nun k(9) speziell so wählen, daß e es inner- 


halb dieses Intervalls mit —— SREr| En übereinstimmt und außerhalb desselben durch, die Be Be, 
dingungen (8a) und (8b) begeben ist. Wenn wir uns dann in Zukunft nur a t rei 


0 < » <I beschränken, können wir schreiben BRD 


| Bra a: 


"sin ö 1 
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Das ist die gesuchte eng mit dem ee recten Kern 


\ 
; | KO sin 8 In De) ne. (12) 
und der freien Funktion 
; Kal co U. 
Sie kann durch Multiplikation mit Ysin dund durch Einführung der Funktion n(d) = y'( )- Ysin u 


in die Integralgleichung 


19) = (cd +09) Ysin 0 +4 [900 - /sin 9 sin d- In is EEE RUE, 


(9) 
überführt werden, die jetzt einen symmetrischen Kern 


3 EEE A 1—cos(® +6 
E K,(d, 6) = Vein 9 sn nn N ER EL 
enthält. 
Dies ist derselbe Kern, wie er in der Tragflügeltheorie bei der Berechnung der Auftriebs- 
verteilung eines rechteckigen Flügels nach Gebelein [2] auftritt. Die Integralgleichungen (11) 
bzw. (13) unterscheiden sich aber von der von Gebelein behandelten einmal dadurch, daß dort 
die freie Funktion durch den geometrischen Anstellwinkel N Flügels eindeutig bestimmt ist, 


während sie Me uns durch die allgemeine gerade Linie f(9) =c,9 +c, bzw. die allgemeine 
Funktion f, (0) = (c,# + c,) : Ysin 9 gegeben ist. Für diese freie Funktion sind die 


Lösungen zu und aus der Schar der Lösungskurven ist diejenige auszuwählen, die 

den Randbedingungen des Problems genügt. Diese sind: 

1. die Abflußbedingung. Sie verlangt, daß die Hinterkante des Segels nicht umströmt wird. 
Das ist nur möglich, wenn an der Hinterkante, also für = loder® =x,y = 0 oder nach 
(4) y’ =0 wird. (Die Abflußbedingung folgt aus der allgemeinen Theorie der Profile, 

. denen eine solche Zirkulation überlagert wird, daß die Hinterkante nicht umströmt wird, 
wodurch man mittels der Runge-Kuttaschen Beziehung: A = e/'Ub einen mit Mes- 
sungen im allgemeinen gut übereinstimmenden Auftrieb A erhält.) 

. soll die Profilsehne mit der Abszissenachse den vorgegebenen Winkel«& bilden. Legen 
wir den Koordinatenursprung in den Anfangspunkt des Segels, so muß hiernach 
y=—sina”= —a für 2=1 werden (s. Bild). 

‚Der viel wichtigere Unterschied gegenüber der Gebeleinschen Integralgleichung besteht 
aber darin, daß dort A negative Werte annimmt (es ist —2 A das Seitenverhältnis des Flügels), 

- während es bei uns nur positiv sein kann. Nun hat Gebelein gezeigt, daß der Kern X, (%, ö) 
eigentlich definit ist, so daß er nur positive Eigenwerte }; besitzt. In seinem Fall kann daher ) 
nie gleich einem Eigenwert sein, was bei uns sehr wohl möglich ist. Infolgedessen ist es auch 
nicht möglich, das von Gebelein benutzte auf schrittweiser Näherung beruhende Lösungs- 
verfahren einfach zu übertragen. 


-ND 


6. Die Lösung der Integralgleichung 


> ARIpE 6.1. Die Neumannsche Reihe für iA <A, 
Bei genügend kleinen A-Werten können wir die Lösungen von (11) bzw. (13) als Neumann- 


j sche Reihen ansetzen: 

A MO) =) + Aid) mit And -f OR . ... (1b) 

n=T . 

= oder 2 

r PER ya) =f)+ LE Arg,(d) mit md - [ fo) 6, KWO... (16), 
Nn—1 ; 


wo die Kerne Ko(9, ö). bzw.. KW(d, ö) wie üblich die zu den BrhaH K(9, 6) bzw. K,(0, ö) 
- [s. (12) und (14)] gehörigen Iterationen bedeuten sollen. Um die umständliche Berechnung von 
"6% und 92 etwas zu vereinfachen wollen wir ® 

1-0 LE Man Rn Re 9-0 2Min BER TE RIS 7, 7) 
{ ın=1 
h Ne. ekzen und die unendlich vielen Konstanten (, a„, und A, in geeigneter Weise bestimmen. 
Er Wir. erhalten so als Lösungsansatz CR 
A “ 5 % ) 
ol +ap9 + Z rn]: mit MO) = An ta dt — ar 18); 


a 
nd 
r 
nd 
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- Diese Bedingung ist aber auch hinreichend, wie sich leicht zeigen läßt. Um: die zweite us ae 
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Wenn wir mit diesem Ansatz in Gleichung (11) eingehen, dann ergibt die Trenae nach Poienzen 
von 4 die Rekursionsformel 


(9) = An + And + [hm ) "KO 0)dO Are BE eh 


Zur Auswertung des Integrals formen wir den Kern am besten mit Hilfe der bekannten 
für O<e <a geltenden Reihenentwicklung 


—1C0S 9 X 
n2sing I, 
um. Es wird so 
‚dd +6 
1— cos(® + ö) eh 2 +6 9—6 
BE = {n 2 sin | 
ee) BREI 2 [In 2sin 5 n 2sin > | | 
2 (20) 
< Da (+6)  cosv(d— Sa er sinvd-sinvd | 
und damit E 
| OZEAN ann PO un re END 
j v=1 
mit 
4 ER 
an == | fa-ı16) sin »0-sin 8. do Sn Ve ar A 
J 


Die Berechnung der a,, aus den Ay, und A„—ı bedingt jetzt nur noch elementare Integra- 
tionen die ohne Schwierigkeit ausgeführt werden können. £ 


Zur Bestimmung der Koeffizienten a„, und An ziehen wir die Randbedingungen Bean 
Durch Differentiation wird ‘ 


we RB alt Zulet Zr mm] 
YSsz Br - int tr Dar Se . 


Auf Grund der ersten Randbedingung soll y" = 0 sein für d —- a. Eine notwendige a 
dafür ist 


RN +2 ar lano — > Yan (— = Di 


Wir wählen nun a„, so, daß diese Bedingung unabhängig von A erfüllt ist, dann muß s sein 


An 2, »äny(— 1)” und ea Lee BE (28): 


bedingung erfüllen zu können, integrieren wir Gleichung (18) über x: 


yio) = olae+ Ser, ol+e 


mit . ArP 
- [Ind = Ayo + gi n9— 9: ea 2 ar 
Ay, [sin ed sin (v +1). en i nF N ES 
4% mie v—1l . v+l ee u De 
Soll y= 0 werden für d = 0, so muß 0’ = 0 sein. Weiter wollen wir Feen, dat am Ende 
des Segels y= —« unabhängig von A wird. Das ist der Fall,- wenn 
| | (= 4 u =0, EN Se 
d.h. | ; Faln) | Er I: 
EEE +) 3 


ist. 
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Wir können so sämtliche f„ nacheinander ausrechnen, indem wir zuerst die Any aus fn—ı 
nach (22) und dann a„, und A, nach (23) und (24) bestimmen. Insbesondere wird 


R 
h=2a(- 240 4sind) BR RE 


Diese Funktion zusammen mit den Funktionen f, und f, ist in Bild 2 über x dargestellt. 
Bei der Berechnung der weiteren f„ zeigt 
sich nun bald, daß der Quotient zweier auf- 
einander folgender f„ nahezu eine Konstante 
ist, so daß man mit recht guter Näherung 


F 
Kt it ;. ’ 
“1 


setzen Kann oder allgemein von einem gewissen 
Wert N ab 


RN ER 
Fr an? 


6 07 08 


1] 
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wo N um so größer zu wählen ist, je kleiner 
der zulässige Fehler sein darf. Der hier einge- 
führte Wert A, ist dererste zum Kern K,(®, 6) 
[Gleichung (14)] gehörende Eigenwert. Physi- 
kalisch entspricht dem Wert A, eine singuläre. 
zum Anstellwinkel « =0 gehörende Lösung. 

Das läßt sich folgendermaßen einsehen: 
Bekanntlich besteht das Verfahren der schritt- 


weisen Näherung zur Bestimmung eines Eigen- -7401-351- dam zu i 
wertes und einer Eigenfunktion der homogenen - 
Integralgleichung 


n(9) a f K,(d, ö) - n(6) dö Bild 2. Die Funktionen f, bis f; 
0 


09 7 
| 


mit dem symmetrischen Kern X,(d, 6) darin, daß man von einer beliebigen normierten Funk- 
tionn,(d) ausgeht und daraus eine Funktion 7,(d) nach 


120) = C, | nı(6) K,(d, 6) dö 
0 
bildet, daraus in derselben Weise eine dritte Funktion n;(0) usw. Die Konstanten Ü,, (0, ... 


sind dabei so zu bestimmen, daß /»7.(9) d9 = 1 wird. Die Funktionen 7, (9) konvergieren dann 


0 j 
gegen eine Eigenfunktion 9, (9) des Kerns K,(9, 6) und die Konstanten C’„ gegen den zugehörigen 


: Eigenwert A,, und zwar konvergieren sie gegen die zum kleinsten Wert k gehörige Eigenfunktion, 


die nicht zufällig orthogonal zur Ausgangsfunktion n,(9) ist.. Die Funktionen n,(®) weichen 
also bei genügend großen n beliebig wenig von @,(0) ab. Dasselbe bleibt auch der Fall, wenn 
die Normierung bei jedem Schritt fortgelassen wird. Nur erhält man dann keine normierte 
Eigenfunktion mehr und die 7, unterscheiden sich jedesmal um den konstanten Faktor }z: 


md) 
Nn+ı(9) & =, 3 


Wählt man als Ausgangsfunktion 7,(9) = (6,9 + c,) Jsin d, so kann man durch geeignete Wahl 
des Verhältnisses c,/c, zwar immer erreichen, daß (c,9 + 6,) Ysin ® zu 9,(9) orthogonal ist. 
Wir wollen aber'von diesem Spezialfall absehen, dann weichen die h,„ in (15) beliebig wenig von 
einem konstanten Vielfachen von @,(d) ab, und die Konstanten C'„ nähern sich dem Wert A. 
Das bedeutet, daß auch für die 9 in (16) die Gleichung gilt 


(9 
In+ (9) nd de . 
1# 


Da die Größen @,0 und A, alle in der gleichen Weise gewonnen werden, nämlich a», aus der 


Tangente an der oberen Integrationsgrenze und A, aus dem Integral über x, ändern sie sich 
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bei Fortschreiten von einem n zum nächsten ebenfalls um den gleichen Faktor, Be es it uch 
für genügend großes n 


wo die f» jetzt aber nicht mehr mit der durch sin d dividierten ersten Eigenfunktion 9,(9) 
übereinstimmen. ‚Denn da die Funktionen 7% (9), die man erhält, wenn Ian je (9) =Ysin® 
ausgeht, und die Funktionen »5*(®), die man erhält, wenn man von 7; @)=% 0 Ö aus- 
geht, zu derselben Eigenfunktion 9,(0) führen, die keine waagerechte RT beisd rn 
besitzt, bedeutet die Randbedingung bei 9 =, das hier gerade p,(9) herausfällt und daß /n (9) 
gegen eine Funktion konvergiert, die im ve die durch Ysin % dividierte zweite Eigen- 


funktion 9,(9) ist. 
Wegen der so bewiesenen Ähnlichkeit der einzelnen Ja zueinander können wir TaheanEee | 


weise setzen: “ x i 
— j 
r : A Fr 
| yon = —alı + Dar ap m. De . 
4 n=l ‘ 2 n=U 1 q ne 
und nach Summation der geometrischen Reihe SR 


N-1 AN I 
n=1° ö 


wo N um so größer zu wählen ist, je genauer diese Näherung sein soll. Wir haben damit gleich- . 
zeitig den Gültigkeitsbereich für Formel (26) gefunden. Bekanntlich konvergiert die Neumann- 
sche Reihe (15) für |Al<|A,|. Das ist auch der Kanyerssue N von 1 (16) und ( (18), somit, 
gilt (26), solange |A|<|A, | bleibt. 


VER VL). 


. Die singuläre Lösung für A=A4, 


Jetzt läßt sich auch “ Lösung von (11) für A = A, angeben. Hier wird ( (26). unendlich. 
Läßt man jedoch gleichzeitig mit A—A, auch «—0 gehen, so geht 


N ILTEN RRNAah Br 


In diesem Fall ist c, = CA, ano und Cg = (RA, An. Soll (27) die Integralgleichung a erfüllen, 
7.150 I muB also 


Cfr®) =CA, Ay + Mad +0, [wo K(, 8) dö 
sein. Wegen fy(9) = 4 I} (9) wird daran aber | 
/ Ir+ı (9) = = An+ ayo® + [r): Ko, ö) d 


Das ist aber die: Beet (19) für Be ), wenn man » durch N 21 ersetzt. 

N erfüllt fy wegen der Wahl von q,, nach -(23) die Abflußbedingung und nach a 

“= auch ‚die Integralbedingung für & = 0. DER 

Praktisch reicht es vollkommen aus, we 3 FOR 

zu setzen. Mit den ersten drei Funktionen fibisf; 

ist für eine Reihe von A-Werten yı (a) berechnet Jar, 

worden. Daraus erhält man — am einfachsten ab 2 
durch numerische oder zeichnerische Integrati on 
mit Hilfe der Funktionen F\, bis F, — N 

profile, sie sind durch die Kurven () 

Bild 3 en N, 


e ee, ze een En 7 N 
E ERLITTE NE RN. Di a 
3 vi 
A 
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Die singuläre Lösung von y’ für A = A, = 0,183 stimmt mit der Kurve fzin Bild 2 überein. 
Durch Integration erhält man das Profil y = ©: F,für & = 0, das mit © = lin Bild 4 gezeigt ist. 
Die Profile haben ihre größte Wölbung dort, wo ihre Richtung gleich ist der Richtung 


der Sehne: y’ = —a oder u = Er Dieser Punkt liegt für kleine A bei > 0,4 und wandert 


a 
+ 


mit größer werdendem A nach = =0:9. 
6.3. Die Lösung nach Schmidt-Goursat für A>A, 


Für Werte A >A, ist zur Lösung der Integrälgleichung (11) das Verfahren von Schmidt- 
Goursat[3] das geeignetste, da nach (12) und (20) der Kern schon in Form der Bilinear- 


Reihe EEE 
R(ö, 8) = 4 3) — —— sin ö Re N, rs 15 (OR 
n=1 


vorliegt. Das Verfahren von Schmidt-Goursat beruht darauf, daß die Integralgleichung 
Ben: , y' (0) = f(0) +4] K(0, 8) y’(6) do 
N 0 


mit einem Kern X(9, ö), der in Form einer unendlichen Bilinear-Reihe 


K(9,8)— X (8): 1n(0) 


n=1 


Bepeben ist, durch eine andere Integralgleichung 
ER RC Uyol- Deu: $9, 6) y’(6) dö 
ersetzt wird, die er einen Kern enthält, der aus einer Bilinear- "Reihe 
KEN, ö) = BR AUMG BE URS (29) 


mit endlich vielen Gliedern besteht. Die Funktionen 


F(#) = f(9) Hal Tu (9, ö )f(6) a8. 


© 
g x 


Bir: una 25% 

rt ES CR EROEL, 

Fate ine Kal Teak 

Be P4(0,8) = Ku ö) +2 Rt (0 N RE 


Kr) = 3 sn(d) tn(d) 

{ n=N+1 

R Können durch "eihfache Integrationen aus den Funktionen f(d) und s„(d) gewonnen werden. 

Dabei läßt sich zeigen, daß die Reihe (30) für jedes A ee wenn nur N genügend groß 
gewählt wird. Die Lösung einer Integralgleichung mit einem Kern der Form (29) führt aber auf 

die Lösung eines Systems von N linearen inhomogenen Gleichungen mit N Unbekannten und 
' kann daher, falls überhaupt möglich, immer ausgeführt werden. Auf Einzelheiten des Verfahrens 

ar." kann hier nicht eingegangen werden, es ist in [3] ausführlich genug beschrieben. 


> ' In unserem Fall des Kerns (28) setzen wir s„(9) = 4sinnd/n und 1„(6) = sinnö - sin ö 
ech können uns für Werte von A, die nur wenig größer als A, sind, mit N = 1:begnügen. Die 
_ Rechnung geht dann so vor sich, daß zunächst F (8) und S,(9) bestimmt werden, dabei zeigt sich, 
BB di unendlichen Reihen (30) i in ähnlicher Weise nme werden können, wie dies i in (26) 
ıen ist. In dem Ausdruck, den man so für y’(®) erhält, treten nur Summanden auf, die 
en Faktor c, oder c, enthalten. Hat man dann durch Differentiation y"(d) bestimmt, ı 
bt die Abflußbedingung y"(r) = 0 den ‚Wert für das Verhältnis c,/c,. Mit diesem Wert 
ie Funktion y’ (2)/e, angeben. Durch ‚Integration über « — am einfachsten wieder 
hält man y(z)/c, und damit auch y(1)/e, =— sin a, = —a,. Nun ist mit y(@)/e, 
>bi e konstante Vielfache davon eine Lösung der Integrodifferentialgleichung (6) 
C gralgleichung m), die zu 7 un oisratten ec, und 6, und zu 


Ay | j ; Bone u DE a a { 
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einem anderen Wert & gehört; wir erhalten also die Lösung für den gewünschten Wert a, indem 
wir die Funktion y(«)/ec, mit &/a, multiplizieren, oder die allgemeine Lösung 
ya) _ ya) 1 


& RN 


Natürlich wäre es auch möglich gewesen, N so groß zu wählen, daß Ky(%, ö) vernach- 
lässigbar klein würde und man dadurch die Berechnung von 8,(9) und F(d) ersparte. Denn 
gerade hierin liegt der Hauptwert des Verfahrens von Schmidt-Goursat. Da die einzelnen 
Glieder der Reihe (28) aber nur wie 1/n klein werden, hätte man N sehr groß wählen müssen, 
so daß man eine Determinante hoher Ordnung aufzulösen hätte. Da andererseits die Berech- 
nung von F(d) und S?(®) wegen der Konvergenz gegen Eigenfunktionen aber keine Schwierig- 
keiten bereitet, schien das Verfahren mit N =1 schneller zum Ziel zu führen. 

Ebenso wäre es auch möglich gewesen, dieses Ver- 
fahren für die Werte A < A, anzuwenden. Doch be- 
sticht hier die Möglichkeit, die Funktionen f„(d) und 
F,„(0) unabhängig von A anzugeben und daraus sofort 
y' und y für vorgegebenes & zu berechnen. 

Die so erhaltenen Lösungen y(x) sind für A > 4, 
im größten Teil des betrachteten Bereiches 0 <x<I1 
nach oben konkav im Gegensatz zu den Lösungen 
A <A, die durchweg nach unten konkav sind. Man 
kann sie mit dem Faktor —1 multiplizieren und dann 
als Lösungen des vorgegebenen Problems für negative 
Anstellwinkel «x deuten. Das ist in Bild 5 geschehen. 
Die maximale Wölbung liegt jetzt hinter der Mitte und 
wandert mit steigendem / gegen das Ende zu. Außer- 
dem besitzen alle Profile einen Wendepunkt, der, von 
der Spitze her beginnend, mit wachsendem 4 ebenfalls 
nach hinten wandert. Er stammt von den höheren 
»  Eigenfunktionen her. Gebelein hat nämlich gezeigt, 
—+ | daß zu dem Kern 

1— cos (# +6) 


Bild 5. Die Profile für AyA,(&<0) e K,(d, ö) —=ı]n 1 ts (9-8) 


die Eigenfunktionen sin nd mit den Eigenwerten „— gehören. Fügt man zu diesem Kern noch 
7 


den Faktor Ysin 9-sin ö hinzu, der sich in dem größten Teil des Integrationsquadrates nur 
wenig von 1 unterscheidet und nur am Rande gegen Null geht, wo auch K,(®, ö) selbst gegen 
Null geht, so werden sich die Eigenfunktionen des neuen Kerns von den Funktionen sin nd 
nur wenig unterscheiden. Dies läßt sich für die beiden ersten Eigenfunktionen auch leicht nach- 
weisen. Entwickelt man dann die Lösung von (13) in ihre Schmidtsche Reihe, so treten mit 


wachsendem A die höheren Funktionen mit ihren Wendepunkten immer mehr in Erscheinung. 


Dasselbe gilt auch für die Lösung von (11), die aus der von (13) durch Division mit Ysin d er- 


“ halten werden kann. 


Diese Lösungen mit Wendepunkten treten in der Natur aber kaum auf. Dreht man im 
Windkanal ein derartiges Segel, wie es hier untersucht wird, von großen positiven Anstellwinkeln 
herkommend zu negativen hin, so fängt das Segel schon bei kleinen positiven Winkeln an zu 
flattern. Bei weiterem Drehen schlägt es durch und kommt erst bei größeren negativen Winkeln 
wieder zur Ruhe. Man erhält hier wieder die Lösungen A < A,, jetzt aber mit —1 multipliziert. 
Wir brauchen hier deshalb die Lösungen für A > A, nicht weiter zu untersuchen und führen 
nur der Vollständigkeit halber einige Lösungen an, in denen A nur wenig größer als A, ist. 


#. Die Profilformen bei vorgegebener Tuchlänge in Abhängigkeit vom Anstellwinkel 


Bisher haben wir als Parameter nur die Größen A und a gehabt. Das entspricht einer dehn- 
baren Haut, deren innere Spannung und Länge durch die Belastung bei verschiedenen Anstell- 
winkeln und Staudrücken gegeben ist, woraus sich der Wert von / bestimmt. Praktisch hat man 


es aber nur mit kaum dehnbaren Segeln zu tun. Wir können sie charakterisieren durch das 


Verhältnis der Tuchlänge Z zur Länge it der Sehne. Wir wollen statt dieses Verhältnisses den 
Parameter | 


l 


— 2m 
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einführen. Wegen der Voraussetzung y' <1 können wir Z unter Vernachlässigung von Gliedern 
höherer Ordnung schreiben: 


1 
1 
L=1 +4 (year. 
0 


Führen wir noch zur Abkürzung die Funktion (x) nach 
y(a) =—all +la)] 
ein, die im Fall der Lösung (18) für A < 2, durch 


Ka) = 2 a0 fu) 


n=1 


gegeben ist, sich aber auch im Fall der Lösung für A > A, leicht angeben läßt, so wird 


Dabei sind wieder Größen höherer Ordnung vernachlässigt und ist berücksichtigt worden, daß 


1 1 -.1 
—=y(l) = /yde=—ofll +l(a)]lde=—a—a[li(x) de, 
0 0 0 
1 1 2 
also [Ka)-dae=0 und I= — = 1+7 ist. 
2 cos & 2 


Die Werte &/a? (s. Bild 6) sind jetzt nur von A abhängig. Aus ihnen können wir «& für ge- 
gebenes e berechnen. Die Umkehrung dieser Funktion, A(a), mit dem Parameter e (Bild 7) gibt 


Bild 6. Die Funktion e/x?(A) Bild 7. Die Funktion A(a) für verschiedene & 


an, wie sich das Profil, charakterisiert durch A, ändert, wenn der Anstellwinkel & bei konstantem 
Längenverhältnis e geändert wird. Die Kurven A(a) besitzen bei einem bestimmten negativen 
Wert von & eine senkrechte Tangente und biegen dann wieder zu größeren & zurück. Es gibt also 
einen bestimmten Wert &, der bei vorgegebenem e nicht unterschritten werden kann. Das ist 
auch leicht verständlich; denn um die Kurven in Bild 5 zeichnen zu können, muß man einen 
Mindestwert von e vorgeben im Gegensatz zu der Kurvenschar von Bild 3, aus der sich immer 
eine Kurve auswählen läßt, gleichgültig wie klein auch e gegeben ist. 

‚ Alle Kurven schneiden sich in dem Punkt x = 0; A = 0,183. Für diesen Punkt hatten 
wir die singuläre Lösung (27) erhalten. Hier ist die Form durch die Konstante C charakterisiert; 
BASTRIAr RS 


1 
2 
Be 3 [rwaz. 
0 


und die Ausrechnung ergibt 


Rh. Ele A . (31). 


ia 
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Für x = 0 läßt sich auch leicht ein Zusammenhang zwischen e und der Profilwölbung & 
angeben. Da das Maximum von F, 48,7 ist, wird . RE 


—4 is Be: LE je | h 392 , v$ 
0-87) 009 0,630 Ye... oe 

02 Für ein KTeiSboB en pe würde für kleine 

u Near 4 2 Weleswonsmurgelten: a = e. Daß der größere - 

n [| £ 2) £ 


TI m —* Faktor 0,630 bei dem Segelprofil an Stelle von 


-97 an 90° 5 steht, kommt daher, daß bei dem Segelprofil 
-02 2 


35° die zweite Ableitung am vorderen und hinteren End- 
punkt Null ist, wie wir noch sehen werden, daß es 


)) 
1% sich also mehr einem Dreieck nähert. Es läßt sich 
0 en 63° übrigens sehr gut durch die Funktion y = a-sinzz 


= Pe Ki A , 
VI ZM_ II 00 WG 9 —X annähern. Für diese würde a = NE = 0,637 Ye 


N) ü 
-91 &003 3 werden. N 
21 102° ‘In. den Bildern 8a—c sind Segelprofile für , 
en: ss die drei Werte & = 0,01, 0,03, 0,05 und eine Reihe 
” von Anstellwinkeln gezeichnet. Für e = 0,01 sind 
’ 2° vier Profile noch einmal 10fach überhöht in Bild 8d 


-04 
Ei, 07 ee mE 54° über derselben Sehne aufgetragen, um die Änderung 
h.- ä we Ins N der Profilform zu zeigen. Sie ist im allgemeinen - 4 


OZULZOI IT OE-MBIL BEL — $ für positive & sehr gering, entsprechend der geringen > 


% 72 BR RL ve Neigung der Kurven von Bild 7 auf der rechten 
e. -02 I 79. Seite des Bildes und würde ohne Überhöhung der 


ya c) Kurven kaum zu sehen sein. 

a: e 207° Für negative & wird die Änderung der Profil- 

; Fan form aber sehr stark entsprechend der”erheblich 

E: 005: 2097 - größeren Neigung der A(a)-Kurven. Da ist schon 

” el deutlich aus den Bildern 8a—c zu erkennen. Je 

4 | größer & wird, desto weniger ändern sich die Pro- 

P. ug filformen, da hier die A(&)-Kurven noch flacher 

E 002 9 werden. Lediglich bei sehr kleinen e-Werten würde 

i 007 oß@b man eine stärkere Änderung der Profilform erhal- 

SC \ %®®” ten, da erst hier die kleinen A-Werte bei solchen An- 

# OT 0 0 ao 00 nach stellwinkeln auftreten, für die die physikalischen Bi 
N IR: : Voraussetzungen und die mathematischen Vernach- 

Br ild 8. Die Profilformen bei verschiedenem & ET er ET . : j 

y ’ und konstantem & lässigungen noch zulässig sind. 

ei DR u | | 

>% 3 8. Die auf das Profil wirkenden Kräfte 

\ 8.1. Druckverteilungen Hl Y 

4 Die Druckverteilungen lassen sich sofort nach Gleichung (4) . 

” | Ap _y" a 

Y7 ’ It FT a ERO  07 4 Me A RR $: 5 ee Een a a "2 er = ir u ä 

K, angeben. Dabei ist unter Ap die Differenz der Drucke auf beiden Seiten des Segels zu verstehen. F ” RE 


winnen. Da diese Verfahren im Gegensatz zur Integration jedoch nur sehr u 


muß man schon die Ableitung von %’ bestimmen und gesondert berechnen. Für die kleinen Werte 
von A geschieht dies am besten durch die Einführung der Funktionen 0 


oo e Di =. 
la +3 9° Any: cos vo REN 
vl nd 
« a ACH 3 


Damit wird Au, ER 


A FA RZ 
In dx 


r-sin do 
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oder, wenn wir uns wieder wie oben auf die ersten drei Funktionen beschränken, 


A 


7 


B = a |pıld) 4 Aptd) + 


12 


I Alk, Ps(®) » 


Für das bei den größeren 3-Werten benützte Verfahren verläuft die Rechnung ähnlich. Die 
Kurven — Ap/agsindin Bild 9 und 11gezeichnet. Dain der Reihenentwicklung für p„(d)nach (33) 


_ 
INS 
BR SSN 


IS 


04 


02 


Bild 9. Druckverteilungen bei verschiedenem A<A,(&> 0) 


der Koeffizient a,„, jedesmal noch mit » multi- 
pliziert wird, konvergieren diese Reihen 
schlechter als diejenigen, die zur Berechnung 
von y' benutzt wurden. Man’ müßte hier also 
mit mehr als drei Funktionen arbeiten. Am 
unangenehmsten wirkt sich das in der singu- 
lären Lösung für A = A, aus (Bild 10), wenn 
diese durch die Funktion 9;(d) dargestellt 
werden soll. Diese Kurve ist noch deutlich 
unsymmetrisch zur Mitte, während man die 
Unsymmetrie bei yin Bild 4 kaum noch er- 
kennen kann. j 
Mit Ausnahme der Kurven für A= 4, 
wird Ap/q für alle anderen Werte von A an der 
Spitze (x = 0) unendlich groß. Diese Tatsache 
ist ein erheblicher Mangel in der Theorie von 
Birnbaum-Glauert, der von der Vernach- 
. lässigung der endlichen Dickeherrührt. Bei Um- 
strömung einer üblichen Profilnase wird mit 
kleiner werdendem Nasenradius die Überge- 
-  schwindigkeit immer größer, bis sie bei einer 


0 02 03 04 05 06 07 08 09 1% 
ef z 


Bild 10. Die Druckverteilung für A=A,, entsprechend «=0 (C=1) 


Fi 


Bild 11. Druckverteilungen bei verschiedenem 43 A,(&<0) 


Spitze unendlich groß wird. In Wirklichkeit bleibt 


sie natürlich endlich, und bei der darauf eintretenden Verzögerungreißt die Strömung ab. Da sie 


vo 
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sich in vielen Fälle jedoch bald wieder anlegt bzw. bei abgerundeten Profilen sich die Fälschung 
durch die Vernachlässigung der Dicke nur auf einen kleinen Teil an der Vorderkante erstreckt, 


7 
6 
‘J 
4 


3 
2 


Sr 


S 


ee 
ee A ET 


8) E*007 


Q:20,9° 
35° 


N 
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ee.‘ 
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C) €005 
QA=207° 
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— 
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Bild 12. Die Druckverteilungen bei verschiedenem & 


und konstantem e& 


wird der hintere Teil der Druckverteilung trotzdem ver- 
hältnismäßig gut wiedergegeben und’ auch die durch 
Integration aus den Druckverteilungen erhaltenen 
Kräfte und Momente stimmen erfahrungsgemäß recht 
gut mit den gemessenen überein. 


Wegen dieser Ungenauigkeit aber kann auf eine 

Darstellung des Druckverlaufs durch mehr als drei 
Funktionen verzichtet werden. Eine zur Mitte sym- 
metrische Lösung für } = /, würde man übrigens nach 
dem Verfahren von Schmidt-Goursat erhalten. 
Diese Symmetrie zeigt an, daß das Segel an der Vorder- 
kante genau wie an der Hinterkante nicht umströmt 
wird. Gerade diesen Fall strebt man im allgemeinen 
wegen der damit verbundenen geringen Ablösungsver- 
luste in der Strömungstechnik an. Er besitzt in 
unserem Fall wegen der Instabilität aber wenig Be- 
deutung. ’ 
Aus den Kurven — Ap/ag lassen sich dann die 
Druckverteilungen für die in Bild 8a—c gezeichneten 
Profilformen durch einfache Multiplikation mit & be- 
rechnen. Sie sind in Bild 12a—c gezeigt. 

Für A=0 erhalten wir speziell unter Berück- 
sichtigung von (25) die bekannte Druckverteilung 


= —=4actg > 
an der ebenen Platte, denn für A=0 warja yY" = —.o: 


8.2. Der Auftrieb 
Für den Auftriebsbeiwert 


0 
erhalten wir unter Berücksichtigung von (4) 


’ 1 
ER 1 nm AO) 
uozle de = 3) ir lad 


» 


: Insbesondere wird für die kleinen Werte von A, für die die Lösungen durch die Neumannsche 
Xeihe dargestellt werden, bx 
= 0:8 N RNIT: a | 
N=1 
Die Ungenauigkeiten bei der Berechnung von Ayp/g durch schlechte Konvergenz fallen also bei 
der Berechnung von c, fort. 


Für die singuläre Lösung A=4, gilt f;(1) —fa(0) = a3, % = 102,3r. Mit diesem Wert . 


| 

und dem Wert (31) für C wird für x =0 1 
BL. 

0 = 22 VE Sue. Da Re (36) | 

und, wenn wir Ve noch durch die Wölbung «a nach (32) ausdrücken, E 
= 11,5a. | ; 


Diese Werte können wir wieder mit den entsprechenden für Kreisbogenprofile vergleichen. 
Hier istnach Birnbaum u =4 na = 12,57a, also ein etwas größerer Auftrieb bei gleicher Wöl- 


bung. Auf gleiches & bezogen würde sich jedoch ein kleinerer Auftrieb ergeben: c, = 6,29 Ve. 4°, 
Allgemein gesprochen ist c,/& [vgl. Gleichung (35)] nur von A abhängig. Diese Abhängigkeit 
läßt sich ausrechnen. Unter Berücksichtigung der Abhängigkeit des Parameters A von & bei 


\ \ 
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konstantem e nach Bild 7 kann man c, als Funktion von a für konstantes e bestimmen. Das 
Ergebnis ist in Bild 13 gezeigt. 

Für A=0 wird nach (25) c„/& = @a,0 =2n. Das ist wieder der bekannte Auftriebsbeiwert 
der ebenen Platte. Er ist in Bild 13 mit dargestellt. 


Man sieht aus dem Bild, wie c, mit wachsendem & erheblich zunimmt, wobei allerdings Er 
& 


geringfügig abnimmt. Unter Berücksichtigung dieser aus dem Bild abgelesenen Abnahme und 
der Gleichung (36) läßt sich c„ durch die Formel 


N RE Ey 


sehr gut darstellen. Dieser Verbesserung des Auftriebes durch das lose gespannte Tuch steht 
aber die Instabilität bei kleinen Anstellwinkeln gegenüber. Während bei großen Anstellwinkeln c, 
eindeutig ist, da hier nur eine Profilform 
möglich ist, und zwar für positive & die nach 
oben konvexe und für negative a, die nach 
unten konvexe, sind für kleine x mehrere 
Formen möglich, einmal die A < A, entspre- 
chenden, dann aber. auch die A > A, ent- 
sprechenden. Dieses mehrdeutige Gebiet 
wird durch die Kurvenpunkte mit den senk- 
rechten Tangenten in Bild 7 begrenzt und 
istin Bild 13 gestrichelt gezeichnet. Wahr- 
scheinlich fällt dieser Mehrdeutigkeits- 794% +: DPIIRER IE 
bereich mit dem Bereich zusammen, in ZIEH TS 
welchem das Segel instabil ist und flattert, j 
wie dies bei kleinen Anstellwinkeln und lose 
gespannten Segeln beobachtet wird. (Natür- 
lich sind auch Ablösungserscheinungen 
wesentlich an diesem Flattern mitbeteiligt.) 
Mit wachsendem e wird dieses Instabili- 
tätsgebiet sehr schnell breiter. Bei &=0,05 ist es schließlich so breit geworden, daß es fast 
den ganzen Anstellwinkelbereich einnimmt, für den diese Theorie erster Näherung gilt. Geht 
man von großen Anstellwinkeln kommend durch dieses Gebiet hindurch, so wird bei entsprechend 
großen negativen Anstellwinkeln die Profilform und damit c, wieder eindeutig. Hier ist das 
Segel nach der anderen Seite durchgeschlagen, und c, hat entsprechend große negative Werte 
angenomme&n, die aus den unteren Ästen dem Bild 13 zu entnehmen sind. Diese sind bis auf 
das Vorzeichen den oberen Ästen gleich. 

Über die Breite des Gebietes, in welchem das Segel ständig flattert, kann selbstverständlich 
nur ein Versuch Auskunft geben. Es besteht natürlich auch die Möglichkeit, daß unter geeigneten 
Bedingungen das Segel ruhig steht und beim Drehen zunächst auf dem einen Ast der Kurve 
bleibt und dann plötzlich auf den anderen überspringt, während beim Zurückdrehen der Sprung 
an einer anderen Stelle stattfindet. Solche Hysteriesschleifen sind in der Aerodynamik ja öfter 
zu beobachten. 


Bild 13. Der Auftriebsbeiwert in Abhängigkeit vom Anstellwinkel 


8.3. Das Moment. 


Ähnlich wie der Auftrieb ergibt sich das Moment. Wählt'man der Einfachheit halber als 
Bezugspunkt die Spitze, so wird der Momentenbeiwert unter Benutzung von (4) 


und nach partieller Integration unter Beachtung der Randbedingungen bei =0 und x=1 


= yet ee art... (98), 


Es ist wieder c„/« nur von A abhängig und läßt sich als Kurve zeichnen. Daraus können dann 

_ wieder. unter Berücksichtigung der Abhängigkeit des Parameters A von a für konstantes e genau 
- wie beim Auftrieb die Kurven c„(&) berechnet und gezeichnet werden (s. Bild 14). Aus dem Wert 
- des Moments um die Spitze und dem Auftrieb läßt sich leicht das Moment um jeden anderen 
"Punkt berechnen. Da jedoch das Segel im allgemeinen entweder an seiner Spitze oder seiner 
 Hinterkante (bezogen auf die Windrichtung) befestigt ist, eignen sich nur diese Punkte als 
 Bezugspunkte. 


\ 
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Eine weitere Diskussion der Kurven von Bild 14 erübrigt sich. Für die Instabilität gilt 
dasselbe wie bei den Auftriebskurven. Formelmäßig dargestellt ist etwa FR a 


in (5 —0,15Ve)a— 3,6118 9). 


Er 


Der Aufbau dieser Formel ist analog (37). 
Bei einem Kreisbogenprofil stände der Fak- 
tor z—=3,14 an Stelle von 3,61 und das 
Glied mit «Ye fiele fort. 


Nach Gleichung (38) ist «4 im we- 
sentlichen bestimmt durch den Unter- 
schied zwischen der Segeltangente an 
der Hinterkante [y’(1)] und der Sehne 
(—), ebenso wie c„ nach (34) durch den 
Unterschied zwischen den Segeltangenten 
an der Vorder- und Hinterkante [y’(1) und 
Bild 14. Der Momentenbeiwertin Abhängigkeit vom Anstellwinkel 4/"(0)]-bestimmt ist. 


9. Profilformen für den Fall, daß der vom Wind herrührenden Druckverteilung eine konstante 
BD | Last überlagert ist 


- . Die Profile im Bild 5, die man für A< A, erhält, haben eine gewisse Ähnlichkeit mit den 
} Profilen, welche man erhält, wenn man ein Stück Tuch im Windkanal anbläst, wobei die Masten, 
an denen es vorn und hinten befestigt ist und deren Schnittpunkte mit der Zeichenebene die 
Punkte y(1) und y(0) sind, waagerecht liegen. Diese Lage scheint deswegen besonders geeignet 
zu sein, weil man so Auftrieb und Widerstand an den vorhandenen Wägeeinrichtungen am 
bequemsten messen kann. Beide Formen sind jedoch voneinander wesentlich verschieden, da 
bei dieser Lage die Erdschwerkraft einen maßgeblichen Einfluß auf die Profilform besitzt. In 
diesem Fall wird nämlich die Normalkraft in (1) 


= APR, 
wo unter P das Gewicht eines Tuchstückes der Länge 1 verstanden ist, und (4) nimmt die Form an 
Sy.= P—eU°y | | 

‚ . An Stelle von (5) erhalten wir 
dy.8 eo 2), de 


ER, 2ngUf! ee 


RS >} 


und nach Einführung der Kreiskoordinaten und der beiden dimensionslosen Parameter 


T a 
EEE k(d) müssen wir jetzt so wählen, daß es innerhalb dee Intervalls O< <a mit der Funktion ” Y 


1 /dy ) Rt 
37 lt 7570 sin 9) übereinstimmt. Dann tritt an Stelle von (11) die Be vr DE; 


_ gU®t et RE, 

| 278 me a 
Vera BR: 5 

1 dö AIG RN ae 

je SE gun | . 

a Pa cos6 —cosd9 ' RER: a PER SE ei 

i 


—cos(d + ER 


1 mi DR da. 


YA) —= c,d PER Ö +2] ve ine 


Sie unterscheidet sich von (11) lediglich ara) daß hier an Stelle der eien F 
die etwas kompliziertere 6,9 + 0, —0:cos d steht; das ist auch die ı ‚einzi ige: ; 
der neue Parameter o auftritt. Wir können deshalb dieselben ö ungsm hode: 


und wieder % = C 23 A" fn(9) ansetzen. Die Lösung wird ‚erhe 
der einfacheren Integralgleichung (11), da jetzt dis beiden Parameter / 


I 
ae, re 
u 

u n2 2 } 
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in ( (11) auftreten. Sie würde hier auch zu weit führen, es mögen nur die Ergebnisse für f, und f, 
angegeben werden: 


Jh=1-0:c0sd; Am Sort 2004 2m 6a (® er 


Für co = N wird diese Gleichung identisch mit (25). Für A=0gilt . 
y=—all—0o:.csd) = —a-+xo(l—2R). 

Für y’ erhalten wir keine Konstante mehr, sondern eine allgemeine gerade Linie. Die 
Integration über x gibt eine Parabel, die nur für o =0 in eine gerade Linie ausartet, wie es 
auch aus der allgemeinen Theorie der Seilkurven her bekannt ist. Wird jetzt y > 0, so tritt 
in f, schon ein Glied mit sin2% hinzu, das, da es mit dem Faktor o eingeht, die übrigen 
Glieder überragen kann und Kurven mit Wendepunkten liefert. Hierdurch werden diese Kurven 
denen in Bild 10 ähnlich, identisch sind sie aber nicht mit ihnen, da die zweite Ableitung der 
Kurve für A=A, an beiden Enden verschwindet, was bei einer Parabel nicht sein Rann. 
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Über eine ne Integralgleichung 1. Art mit 
logarithmischer Unstetigkeit') 
Von Maria Hasse in Rostock 
Die Lösung der 


0 2 Ir. [ ie cosq |e—t|dgdt = g(x) 


k wird auf numerischem Wege ai Hilfe eines trigonometrischen Interpolationspolynoms für die spezielle Funk- 
3 x tion g(x) = x” gewonnen. 


F The solution of the N eauapn 


gr 1 Sum. a en in cosgq|a—t|dq di = g(«) 


is carried through eh, for the special function g(x) = x? by aid of a trigonometrical interpolation 
polynomial. 


’ % 


Une methode Eh Bo rk de la zolation de !’ &quation integrale 


J. 
u fso: MrE ale cosg |v—i| dq dt = g(x) BR 


pour la fonction sp£ciale a = 2 a l’aide d’un polynöme trigonometrique & interpolation. 


HnrerpasısnHoe an 


u fr 0 I! ig cos g |e— 1 dgdi = 9(«) 


pemaerca YHCHCHHBHM METOAOM IIPH IOMOIIM TPHTOHOMETPHYECKOrO HHTEPIONANHOHHOrO 
HONHHOMA IA CHEIMUAIBHOH BER UR gl). 


Einführung 


;\ Im Zusammenhang mit einem gemischten räumlichen Randwertproblem der Potential- 
FAR theorie zeit sich die melsirhung 


imo en IR 


. 


| 7a Diese Arbeit ist Bine gehtreie ing meiner Dissertation, Rostock 1949. (Referenten: Prof. Dr. 
H. Schubert und Prof. Dr. W. Maier). Für die materielle Förderung dieser Arbeit bin ich Herrn Prof. 
RDr. Schle si Ben in seiner Eigenschaft als Kurator zu besonderem. Dank verpflichtet. 
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mit dem Kern 


oo 


J,(iq) 
2—1) = | — cos q |e —t|dg. 
H(2—t) Imre cosq\|e—t|dgq : 


Unter Berücksichtigung der asymptotischen Darstellung 
J (ig) 1 1 
DERART 
läßt sich der Kern in der Form 
H(&—t) = — In |e —t1]+ K(&—i) 


schreiben, in, der die logarithmische Singularität vom Zusatzkern 


9=2N, 


23 


RKa—)-—7 |e—1| a, os +In |2e— 1] — C;(N,|® — t|) 


. (0.1) 
Sr, 1 
+2 ]2—1|-&(Ne—i])+ Dun zeosala—ide 


E 


abgespalten ist. Die scheinbar noch in Kia) steckende Singularität von In |#—t| wird 
durch die Singularität von 'C; (N, |@—t|) kompensiert. 
-Wie sich aus (0.1) ergibt, ist K(&—t) im Grundbereich 
—leus!; ISIS RE N 


stetig, ebenso die partiellen Ableitungen 1. Ordnung bis auf einen Sprung längs der Haupt- 
diagonale. Der Gesamtkern H(&—.t) weist längs der Hauptdiagonale eine logarithmische 
Unstetigkeit auf. 


Für die Lösung der Te 


u fie Ein |e—ıl+ E@—0}dt=g@ ER Re. 
liegen zwei Möglichkeiten a Entweder kann man sie auf eine Fredholmsche Integral- 
gleichung zurückführen oder versuchen, sie unmittelbar zu lösen. Da der Kern der Fredholm- 
schen Integralgleichung rechnerisch wesentlich größere Schwierigkeiten bereitet als der Kern 
der Integralgleichung (A), wird hier nur der zweite Weg beschritten, der mit Hilfe eines ge- 
eigneten Interpolationsansatzes verhältnismäßig leicht zu einem numerisch brauchbaren Glei- 
chungssystem für die Näherungslösung n-ter Ordnung führt. Jedochist dann ein Konvergenz- 
beweis für die Folge der Näherungslösungen erforderlich, der möglichst auch eine Aussage über 
die Konvergenzgüte liefern müßte. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, wird im zweiten Ab- 
schnitt an Stelle von (A) die differenzierte Gleichung 


le) ACEE GEH LE REN 


zugrunde gelegt und im dritten Abschnitt aus ihrer Lösungsschar die Lösung von (A) durch eine 
Zusatzbedingung ausgesondert. 


I. Direktes Verfahren zur Lösung der Integralgleichung (A) 
Es soll zunächst die durch PniErdEückang des Zusatzkerns entstehende Integralgiic hun 


fs a en: ). alla (A) 


mit Hilfe eines Interpolationsansatzes eelost werden, der hernach auch auf die Tnteßralgleichung 


(A) angewandt werden soll. Die Integralgleichung (A ) ist in der Literatur schon mehrfach 
behandelt worden. T. Carleman [1] betrachtet sie zwischen den Grenzen 0 und 1 und findet 


ihre Lösung aufrein funktionentheoretischem Wege. Wendet man seine Methode auf ge Integral- 


gleichung (A) an, so ergibt sich für “ A f(x) der Ausdruck ee 


77 gt) gt 
Fa) = 1 gene 
| 19 Nie £ Tr KR 
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ge 30 Nr.10 Okt. 1950 


re Hamel[2] bringt (A) vermöge der Substitutionen 


x—cosd; EICOE Er S0ESdSn)ar Rede (1.02) 
und Er as eo. ,> 
gl8) = gt) Fe) (9) (ENTE ECHO): re (1.03) 
zunächst auf die Form 
70 - sind’ {— In |cos # — cos d' Na" =g9) ..... - (1.04) 
0. ‘ 
Bi: und gewinnt als Lösung die Reihenentwicklung 
: = 1 bo a4 Y2 \ 
E 9) = — en Ir b, cos vr 
f sin 9 e In? "aim= ir (1.05) 
E bu = 212 [3 dd; b=2 EEIETG "cos vd’: dd’ 
F 
\ Für die Behandlung der Integralgleichung (1.04) nach der von uns im folgenden benutzten 
e. Methode wird speziell 
y ga) =cotd 5; 
® gewählt. Die Funktion + E 3 
A - F(8) = f(#) - sin d 
wird angesetzt mit dem bei ähnlich gebauten Integralgleichungen schon benutzten Interpolations= 
polynom 
ner 1 n—1_ ee 
F„(0) = = {F, - 7,0) +22 MERETIDIR LED EE SO Kenn (1.06) 
| mit € 
? » T,(®) a os 2ud,-cos2ud En (—1) cos2nd ..... (1.07) 
3 und .den Interpolationsstellen - 
Fi: _gn 
K v, I HR Se ee (1.08) 


= Es genügt dabei wegen : | 
g Hader 
TER vr Nast): 


die Interpolation nur im abgeschlossenen Intervall < 0, 3 > durchzuführen. 


a Geht man mit (1.06) in die Integralgleichung (1.04) ein, so ergibt sich die Beziehung 
ER TC: nr KEY : n—1 _ Ä : 
Bi r | T (9) —Inlcos 8 — cos 9|}dW”’ +2 I F,- [mc In|cos 8 — cos 9 |} d9’ 
ur: " . fi % : o=1 


a % 24: [r, (9 Einen 0= im aaa) = 9(Ö), 
an ve 


wobei für die 7s(9) die d. 07) entsprechenden Werte einzusetzen sind. Diese Relation führt, 
Kweng, man oc die Gültigkeit ur Integralgleietäng (1.04) auf die Stellen 


® 


da (%,)* :F, audi, 


23* 


0) 1m {— In| cos 9, — cos 9} do; | \ RN, HR 
® vu s N } ‘ er = 
n ! 2 > 
a 2 r Cerhranl ® BR 
,(0,) En, Dino; tz N ee 
la r (9) {— In] Co 57 cos an, IT ER & N 
2 a ‘ 
Die @,(0,) wurden unter Berücksichtigung der Reihenent wicklung. ne { ER 
tz A . a: > 
1 en Y: N 
— In |cos 9, — cosdl = In 242 cos «cos 2020, Der Klee BER, 
N ’ Ri; y ” \ 2 A 
für n = 6 entsprechend SER A | DER N 
| ı| EL HUR | TR 
“ld = zn 2 RR 200, 4 5 cos 12 d | a, 
0) = er 200,005 2 > (10-2 008120, BL 
a,(9,) = In a c08s209,C05s2 09 + (— 1): cos 2 r% 
Y r ln \ 12. FR Y N 
i N | 1 12% A 8 N R Br 
a,(9,) = nr (—1) Icon edge mol K . 
berechnet. Sie lauten sie Has SR ae 8 
0 1.530 128 | 0.668 0.360 0.135 | 0.082 Be. | 
1 0.714 1.864 0.894 0.401 X 0.201. 7 14,72: 0,0624 0.021 
2 0.334 "0.894 | 1.597 0.735. 0.3815 21.240.201, ° 1° 0,0878 
3 0.180 ‚0.401 0,735 .1.826 | 0.735 || 0.401. | 0.180, 
4 0.067 0.201 0.331 | X 0,785 ° 1.11.6897 17.0.8945 0.334 
5 0.021 0.064 0201 0.401 0.894... EBBEH TEN: 0.714 F = N 
6 —0.003 N 0.042 | .0.135 en gi en ES r 1. 28 Ei Ba en Tl 


' vr > f 


vi 


_ Aus diesem? Koeffizienten berechnen sich die u im Intervall 0, < 322 zu iR y Yen Me 


Fi .)sin. du 3.442 , 9 Dino 0058; 
f(ö,)sind, =3.173 .f@& DENCIE er) u 1 
f(d;) sin d, = 2.444 0) sin ®, Sk ala 

Foy)snda=143 | BER 


Setzt man in die oben angegebenen Lösungen vön € arleman ode Be 
ein, so erhält man den Ausdruck Rt RK 
es 20; 2 ” . er ar . \ 


a ges 
er N 1 
78) ind= 7 3 AT, ER 


der mit den Werten (*) an den betreffenden Stellen aut zwei i Dezimale “ 
% Für die HRS UNE der Integralgleichung # RR iS 


» "ER —1 | 
ist es mit Rü cksicht auf die später Surchzutührende 


lem Ian el (N, |® —1t|) 


R; 


IR n X B Sao is N Ei ee 7 (ig) cos qale—tldg, (vgl. 0.1), 
T 12 SR: } 
und damit ergibt sich nach Ausübung der Substitutionen (1 .02) und (1.03) mit 
Be LI 2m = let) =20,9) 
. die Integralgleichung AL | 
Be =: en »sin DA vn is Ben „ es Ken 9 — cos d| + L(d, a) a9 = 4(9) (1.12). 
E% Macht ı man nun wieder für die Funktion = 
Rn a le N = f(d) - sin ® 5 
Be: f den (1.06) bis (1.08) entsprechenden Kar so entsteht aus (1.12) die Beziehung 
| ug irre ie: In jaoz N — cos d’ Pad cos 0 — cos os | +L(d, ) do 


n—1 vr ; 
de A“ fr (”) eier en re 9 — cos d|+L(d oa 


Es HE, . [mot Icos Ban cos 8] ar 9 — cos d’|+ L(9, 2) 10 =g(d), 


{ ) 
x deren Gültigkeit an den Stellen. BESUBER, 
is VERREN ee 


Ei gefordert wird und Bi an Abkürzungen, 
LEREF . * iße fer! \ 


nn RE m N y | | ‚ 
BRETT + m- | ar Emleos 0-0 010 


7 


X 1 9 —cos E2 j Be 1 mu ”):L(, a0 


„+20 e ee, r 1 
Hama nlu+2] / T,(0) L(8, 9) dü’ Aa) 
07 3 au T, u I (os 0 —cas „ ! au 

2. 9): ae 


Ph ze + 4. 
Ka ER, 


ergibt. Für die Ermittlung der Werte q, 
L(2—1t) mit 6 


IN (w-0,01,02--20) ENEe 
20 


7 


: | na 1. 10; W en a N 

berechnet. Die hierfür erforderlichen Hilfsgrößen sind in den nebenstehenden Zeichnungen 

(s. Bild 1—3) dargestellt. Hieraus wurden an den erforderlichen 6 Selen 
TE NER Me a le U ne NONE 


a 


ir 
KEeeL TAM - Er 
Bild 2. BL 
Pl } 


nid: 
= 
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die Funktionen L(9,, 9’) ermittelt und in Fourier-Reihen entwickelt. Diese lauten: 
L(d,, 9) = 1.289 — 0,945 cos 9’ +0,127 cos 2 9’ +0.041 cos 3 9°’ +0.008 cos 4 9° + 0.001 cos 5 
| — 0.002 cos 6 9 +0.002 cos 7 9 — 0.002 cos 8 9’ — 0.001 cos 9 9 
 L(9,,9) = 1.263 — 0.926 cos 9 +0,135 cos 2 9 0.040 cos 3 9° +0.009 cos 4 # +0.001 cos 5 9’ 
— 0.001 cos 6 9 + 0.002 cos 7 9 +0.001 cos 8 9° — 0.002 cos 9 9’ 
— 0.001 cos 10 9 | 
L(d,, 0) = 1.188 — 0.863 cos 8’ + 0.156 cos 2 9’ + 0.043 cos 3 9’ + 0.007 cos 4 9° — 0.001 cos 5 d’ 
.—0.002 cos 6 9° + 0.001 cos 11 9° + 0.001 cos 12 9 
L(9,,0') = 1.079 — 0,743 cos 9’ +0.200 cos 2 9 + 0,049 cos 3% +0.003 cos 4 9 —.0.005 cos 5 d’ 
— 0.002 cos 6 9 — 0.002 cos 8 9 -+0.001 cos 9 9° -+-0.001 cos 10 © 
— 0.001 cos 11 9° 
L(9,, 9) =.0.971 — 0.553 cos 9 + 0.257 cos 29° 40.049 cos 3 9° — 0.006 cos 4 9° — 0.005 cos 5 d’ 
' — 0.002 cos 6 # — 0.001 cos 8 9° — 0.003 cos 9 9° -+ 0.001 cos 11 9 
— 0.001 cos 12 9° 
L(#;, 9) = 0.893 — 0.300 cos 9 +0.307 cos 2 9 +0.030 cos 3 — 0.016 cos 4 # — 0.004 cos 5 0’ 
— 0.001 cos 6 # — 0.002 cos 7 @ -+0.001 cos 8 9° + 0.002 cos 9 9 
+ 0.001 cos 10 ® —0.001 cos 11 9° * 
L(9,,9) = 0.864 + 0.328 cos 2 9° — 0.018 cos 4 9 — 0,002 cos 6 9 — 0.002 cos 8 d' 
— 0.001 cos 10 0° +0.001 cos 12 9°. 


Die komplizierten Werte as(9) wurden entsprechend (1.135) in drei Bestandteile zerlegt. Dabei 
sind die a;(d,) als Koelfizienten der Integralgleichung (1.04) schon bekannt. Die Größen az (%,) 
ergeben sich aus den Formeln 


A cos2u®, cos 12 9, 
Ay (9) = 2 no, _— + 01 Ser | 


ke 2) 2, sin2u®, ‚ .1sin 129, 
PR + ae) 3716| 


Be RR 9 cos2ud, ( =], cos 12 9, 
da (9,) = sind, —, + 608 2 ar DER PRREUERR 
5 5) 9 sin 2u% ( 12 9,) ; 
57 or en | A —!; 2,8.) 
cos d, | 5 +c0s20%, Iran a) r 5 1716 (0 5) 
WR ı j cos2u9, 1 cos 12 9, 
“(9,)=zsind, [l Heosızo, Zemei ta 173 
1 =) sin u 1 sin sin 12 9,) 
: —cosd, | +c0s 12% Dre (En) +23 3 1716 
und die a; (®,) folgen unter Berücksichtigung von 
Jesn» cos vd’ dW’ = h für us 
P} ı =»V 


vu 
aus der Fourier-Entwicklung von L(d, 0°). Insgesamt ergeben sich die folgenden Koeffizienten: 


0 | N 2 | ke: 5 6 
1.847 2.047 1.233 0.854 0.570 0.441 0.189 
1.024 2.485 1.461 0.897 0.633 0.455 0.212 
0.616 1.462 2.171 1,237 0.754 0.577 MT 
0.428 0.897 1.237 2.031 1.157 0.755 0.343 
0.284 0.633 0.754 1.157 2.031 1.249 0.492 
0.221 0.455 0.577 7 0.755 1.249 2.259 0.900 
0.188 0.425 0.494 0.686 0.983 1.800 1.769 

\ 


Die daraus für g9(8) = cos?# berechneten F,-Werte sind an den interessierenden Stellen 
WR, f(,) sin 9, = 2.69 _ (9) sind, = —0.%0 
Te aRın f(9,)sin 9, = 2.36  f(9,) sin d, = —0.67 
‚f(0,) sin 9, = 1.66  f(®,) sin d, = —0.06 
+(9;)sin 9 = 0724 
Die in eine Fourier-Reihe entwickelte Funk- 
tion F(9) lautet: 
fi) sin 0 = 0.8204 1.700 cos 2 40.097089 
! + 0.025 cos 6 ®-+.0.007 c0os8 ® 
Bu | + 0.010 cos 109. 
Ihr Verlauf ist in Bild 4 dargestellt. Die Bestiichelt gezeichnete Kurve stellt die Lösung der 
ek alone) Gut. (1.05)). 


I. Lösung der differenzierten Integralgleichung (B) 


Zur Kontrolle für die im ersten Abschnitt gewonnene Lösung soll jetzt die Integral- 

Ra gleichung (A) mit Hilfe der differenzierten Integralgleichung (B) und eines anderen Inter- 

“  polationspolynoms gelöst werden. Da jedoch — genau wie im ersten Abschnitt — für das auf 

diesem Wege gewonnene Ergebnis die Konvergenzfrage noch offen steht, wurde das Verfahren 

zunächst an der geschlossen lösbaren?), Integralgleichung 

I } 

1 Fi) = IE { Ze 
hi Sp ee ne PREERE RT MET (B) 
erprobt, die durch Differentiation aus (A) entsteht. Dabei ergibt sich eine ‚numerisch völlig 
befriedigende Übereinstimmung zwischen der Rue und der geschlossenen Lösung 


nl En ER aa 


ER 
1} 
ag a nee 


ala er —t 
worauf hier nicht näher eingegangen werden soll. Daher erscheint die Einführung desselben : 
Interpolationspolynoms auch in die Integralgleichung (B) zweckmäßig. N | a F 
Der Ausdruck (2.01) hat offenbar die Gestalt - ; 
® | IC Frl a) rfil® 2) ENTE RE NEN (2.02), 2 


wobei Filz x) die Lösung der inhomogenen Gleichung (B ), fa(x) die Lösung der zu (B) gehörigen 
Integralgleichung an und diese den Normiirungshedingungen 


In di=1 Ina =0 


genügen. Ganz entsprechend BR, die allgemeine oa von (B) aus der allgemeinen Lösung 
der homogenen und einer partikulären. Lösung der inhomogenen Integralgleichung in der 
Form (2.02) zusammengesetzt, En im Anschluß an (2. 01) speziell 


5 (x De (2)50* Fi ” HU NEE EN ER E ERNE 
eingeführt wird. 3 
Dieser Ansatz liegt nahe, danach Giraud [4] unter een in unserem Falle arilken 
Voraussetzungen über den Zusatzkern die Lösung der Integralgleichung (B), falls sie überhaupt 
existiert, dieselben Eigenschaften wie diejenige von (B)hat. Es ist also mit f(x) auch f(«) Beradel 
und es ist daher sinnvoll, fix) einer 73, 


Iso ydtL=O BE RR 

zu unterwerfen. ß ee aeg 
Durch den Ansatz (2.02) wird unter a von (2. 03) die Iterelaeichung ®) I 
aufgespalten in die beiden Gleichungen | R 


1 
Bea | 
Au Yes ta Ram) ar d=— 
1 


” 
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2 deren engen unter Berücksichtigung von 


> 


„null ‘—normiert, d.h. der Bee 


1 / 
fo) REN EN RE (2.04) 
—, —ı1 h 


unterworfen werden. 
Zunächst soll die Integralgleichung (2.04b) berechnet werden. Die Verwendung des hierbei 
benutzten Interpolationspolynoms setzt voraus, daß der Zusatzkern der Integralgleichung 


' L BG 
Mit Rücksicht auf die erste Forderung muß die in a K(2—t) steckende Sprungstelle ab- 


gespalten und ausintegriert werden. Hierbei wird in Analogie zu (1.11) 


2 Re ee; X fur. 20T 
3 Ar rer +füra<t 
E gesetzt mit stetigem 
te - er | . (1—cosN,|2 —t|) ls lei) 
<—t la —1tj| 2 
E | | 
; N \ “ A Fü E EEE \ 
| Io sin ql® e|ldqı. 
i Somit erhält man aus (2.04b) die Drhratleichung j 
ne ea — 2.05). 
dm. 1 fi re 2 Die -0)de=4 2) + — [mo dt — fm (2.05) 


Auf Grund der zweiten Forderung wird weiterhin noch die Substitution 


dF, | 
 fele) = an; = [una ee RN (2,06) 


vorgenommen. Diese führt die Ermittlung der F unktion f,(x) zurück auf diejenige der Funktion 
F,(a) „für, die, wie sich ‚wegen der Geradheit von f(x) aus Re Normierungsbedingung 


BE di=0 


REIN, die Besünsehhe Beziehung ; i 

62% RR Ve ne ,- Meihe 0, 

gilt. | ! 

ix. "Schließlich muß die Integralgleichung (2. 05) wegen der klinischen Gestalt des Inter- 
B N er noch auf Winkelvariable umgeschrieben werden. Mit 

4 REN N N cosd; t=tos d' 

ad: ReNND, HET 


EL; U Ro)-Rd; ga)=40)  . W<d<n ©=co)) 
28 ‚erhält man so die N € ; 
SR $ Pe: 

Kr far, EA a Fa 1 

Or dd 000 —cs® sind e 


20, a) dv — og (9) +. r,0) 


stetig ist und daß die zu approximierende Funktion an den Intervallendpunkten verschwindet. 


angesetzt. Dies führt wegen { 


cos un das ER sin ud ni hr. SEOER: AM MINI M gr a 
u 2), slide Re 
J cos d —cosd * = sin © EN 2 Bl 


auf NL ee ee 
1 X. Es a 1 an 1 17 Ne = es ee 
nen F3. Pi u sin ud, nn — + — [e a cos ne dar | SR 4 ee 
re, 2 JE sind 2 bu SR ‚sin 0) 00 EIER - (2.07). 
ans sin = I M Ro ae, f. 
| Fordert man die Gültigkeit dieser Beziehung nur an den n-Stellen RR ; R i BR 
Ei 9, = —, 0 Nt=l%..,n EEE ee 
N. N n SR: £ ER ) \ Pr Ba 2. 
Pe so ergibt sich mit ; 2 a 
2. Iinu, 1 sinu "/t Ri 2a IA a 26. 
N. 1) = a 1 Darsinnd, en sin d, a FE ” sind 298 Be Se re: 
Kr das lineare ES ES RMR DE N Bi 2 
t o=1 | au - sl ind, g j Mercy 
Die Werte a,(d,) wurden für n=11 ad N;e4 8 berechnet. Dazu mußte zunächst der Zu- % N 
satzkern i A ur Fe Ben... 
ee SON EI BASE Pr iR) TR 
ET m Be es ee ee tl) = — eh 0,0 N 
ermittelt werden, wobei 56 | Bu N ea As Re ee 
\ -a=le—t; 0-4 <2 Kare: TV a 
; ut Fr % 
eingeführt wurde. Die bei der Berechnung von = L(e—) auftretenden Hillsfunktionen | Sr 
OEL = e, % x BR F 
no X i { Be haare Sn * nz 2" 


7 
Bild 5. f(o)=1/ (0) 


sind in den Bildern 5 und 6 aufgeiragen. 3 


_essierenden Stellen 9, = id F=1, a 11) 


Ro wonnen und. in Fourier- -Reihen entwickelt Sie, in 
= 
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\ k | 
n. 5 L(9,, 9) = 0.778 — 0.580 cos 9 — 0.182 cos 2 9° + 0.036 cos 3 9 0.079 cos 4 9’ 
5 0.064 cos 5 9 +0.038 cos 6 9 +0.020 cos 7 9’ +0.008 cos 8 9 
| — 0.002 cos 9 9 — 0.012 cos 10 9° — 0.018 cos 11 9 
0) 
33 L(d;, 0’) = 0.759 — 0,530 cos 9’ — 0.036 cos 29° + 0.162 cos 3 0’ + 0.135 cos 4 9’ 
; 0.049 cos 5 9 — 0.011 cos 6 9 — 0.034 cos 7 9 — 0.035 cos 8 d’ 
— 0.020 cos 9 9° — 0.001 cos 10 9” +0.019 cos 11 9° 
0] 
35 L(%,, 9) = 0.760 — 0.401 cos 8’ + 0.164 cos 29 +0.245 cos 3 9’ + 0.070 cos 4 9’ 
; — 0.060 cos 5 9 — 0.073 cos 6 9 — 0.023 cos 7 9’ + 0.024 cos 8 ©’ 
...+0.040 cos 9 @ + 0.017 cos 10 9° — 0.017 cos 11 0 
f) 
FI ©) = 0.770 — 0.209 cos 9° + 0.339 cos 20 + 0.187 cos 3 9’ — 0.085 cos 4 9° 
— 0.110 cos 5 9° +0.003 cos 6 9° + 0.060 cos 7 9 +0.023 cos 8 9’ 
— 0.032 cos 9 0 + 0.034 cos 10 9° + 0.009 cos 11 9 
0] 
55% ©) = 0.778 +0.407 cos 2 0° = 0.173 cos 4 9° + 0.085 cos 6 a AALEN, v 
+ 0.043 cos 10 9. 
Damit konnten die Inkeeral in (2.07) 
oL(d, 9 j % z 
le sin =): SET en cos ud’ - dd 
ausgewertet werden. Die deren dort auftretenden Terme ließen sich ohne Schwierigkeiten 
berechnen. Die Koeffizientendeterminate weist eine überwiegende Hauptdiagonale auf: 
Set A o|ı 
1 11,823 4.210 —0.043 | —0.374 | —0,029 | —0.104 | —0.009 | —0.038 | —0,001 | —0.012 0 
2 —2,178 6.215! —2.380 | —0.049 | —0,253 | —0.020 | —0.074 | —0.005 | —0,026 | —0.001 | —0.006 
3 —0,017 | —1,683 | . 4.443 | —1.738 | —0,048 | —0.196 | —0.014 | —0.058 | —0.003 | —0.020 0 
4 —0,111 | —0,027 | —1.420 3,655 | —1,446 | —0,045 | —0.166 | —0.013 | —0.046 | —0,003 | —0.011 
5 —0.007 | —0,132 | —0.036 | —1.295 3288 | —1.306 | —0.042 | —0.148 | —0.011 | —0.038 | —0.003 
va —0,028 | —0,009 —0.140 —0.039 | —1.261 | 3.179 | —1,261 | —0.039 | -—0,140 | —0.009 | —0.028 
7 —0.003 | —0.038 | —0.011 | —0.148 | —0.042 | — 1.306 3.288 | —1.295 | —0.036 | —0.132 | —0.007 
8 —0,011 | —0,003 | —0.046 | —0,013 | —0,166 | —0.045 | —1.446 |" 3.655 | —1,420 | —0.027 | —0.111 
9 Rt) —0,020 | —0.003 | —0.,058 | —0.014 | —0.196 | —0.048 | —1.738 4,443 | —1,683 | —0.017 
10 —0,006 | —0,001 | —0,026 | —0.005 | —0.074 | —0.020 | —0,253 | —0.049 | — 2,380 6.215 | —2.178 
11 0 —0.012 | —0,001 | —0.038 | —0,009 | -—-0.104 | —0.029 | —0.374 | —0,043 | —4.210 | 11.823 
Für die Lösung F,,,= F,(%,) erhält man die Werte 
F,ı= —0.481 Pi, >. 0481 
4 F,2 = —0.819 F,,10> 0.818 
2 3 = —0.933 0092 
j F,,ı = —0.802 I 0.801 
K F,,s; = —0.463 F,, = 0.461 
gi Entsprechend ergeben sich für die Faukron 
u a/2 
Br | F-(0): = j SD ra. (2.08) 
4 d ö 4 > 1 oK (9, RE 
2 aus (2.04a) mit der rechten Seite tl (= nn ‘ I dd’ die Werte 
. , e 2m) sin d 00 
Fi > 0.009 F 11 = — 0.009 
Pia > 0.017 F,,10 = —0.017 
= 0.020 F |, = —0.020 
F\,, > 0.012 Fin = —0.012 
e "Fe = 0.000 
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In eine Fourier-Reihe SR lauten Sara Er 


F (8) = 0.0214 sin 28 —0.0018 sin 40 — 0.004 sin 6 9— 0.0001 sin 8, x 
Felt 9) = 0.0356 sn 20 0.0108 sin 4 9 — 0.0033 sin 6.0 — 0.0007 sin 8 9 — 0.0003 sin 10.0, 


woraus sich wegen (2.06) und (208) 2 RR Er : BE a 


A "sin 0 = 0.043 00529 40.007 cos 40 +0.002 05 6.9 40.001 cos 88, 5 eo: 
f.(9) - sind = 1.871c0os 29 +.0.042 cos 40 De + 0.006 cos 8 9 + 0.003 cos 10 9 ER 


t I, 
a Damit ist die allgemeine Lösung u h N 


v 


en fie) -yl — a? = f(9) - sin 9-0. - (2:09). € 2 
| der Integralgleichung (B) gewonnen. A 3 


% u7 Rh ; | R fe gb ET. 
j \ NER ER SAN TER 


III. Aussonderung der Lösung der Integralgleichung (A) aus der Lösungsschar von (B) N $ BR 
2ER / Es soll jetzt aus der im 2. Abschnitt berechneten allgemeinen Lösung (2.09) der Integral- BAR £ 
gleichung (B) diejenige Lösung bestimmt werden, die auch die Integralgleichung (A) befriedigt. RR 


Zuvor wird jedoch noch eine allgemeine, für das Folgende wichtige Bemerkung gebracht. 
Bestimmt werden soll die Lösung der linearen Integralgleichung erster Art 


[sa kanaZga sen. 0 


aus der nach « differenzierten Integralgleichung 


IE . Fr? ydı=yla) „unter rel. 

1 | na 

j | e 4 i 
Dazu wird über die Vorgaben vorausgesetzt, daß x 

a) die Funktion g(x) ina <sx<sb stetig differenzierbar ist; RE 
b) der Kern k(z, t)im Grundbereicha sxz sb,a sis BR an, der Hauptdiagonalen en 
nach # differenzierbar ist; Br £ 
c) die in den zugrunde gelegten Integralgleichungen auftretenden ‚Integranden i im eigentlichen N 

oder uneigentlichen Sinne integrierbar sind. SR SR 


Weiter wird angendinmens daß die differenzierte Integralglichung (3.02) eine e Lösung 175 
schar von der Gestalt En Y 


nn 


a) =0: fn(a) ) + file N Be B 80) 
besitzt, wobei f„(2) und Jia) Lösungen der beiden ee n Br Run 


\ FW: Z. ee 


mit der Normierung 


sind. 


Um aus der sn Lösung (3. 03) von 8. .02) d Fe nige I Lö: f 
die a ne (3.01) befriedigt, muß C so b en werd 


[6 [n0 )di= I ku) 


erfüllt ist. Dabei muß man beachten, daß f, (x af ( 


e E: Bir Entegralg]@ichtine (3. ar nl 


ER angew. Math. Mech. 
4 ‚Ba. 50 Nr.10 Okt,1950 . 


Hasse Y eine singuläre Integralgleichung 1. Art 329 


Tore , 
Die Relation (3.04) stellt eine lineare Bestimmungsgleichung für den Scharparameter (dar. 
Diese ist nur dann Er wenn der bei Ü stehende Faktor 


| “ Ka ax AR COn El... "es, (3.05) 


ist, d.h. die Lösung f„(x) der zu (3.02) gehörenden homogenen Integralgleichung ist nicht zu- . 
‚gleich Lösung der zu (3.01) gehörenden homogenen Integralgleichung. Daß der Ausdruck (3.05) 
"konstant sein muß, folgt daraus, daß seine Ableitung nach x verschwindet. 
Die — übrigens von g(z) unabhängige — Lösbarkeitsbedingung (3.05) ist danach entweder 
“ für das ganze Intervall — 1 sSx<I1 erfüllt oder aber für das ganze Intervall 1 s«<sI 
nicht erfüllt. 
: r Damit ist gezeigt, daß mit der differenzierten Integralgleichung (3.02) auch die Ausgangs- 
SER gleichung (3.01) eine eindeutig bestimmte Lösung besitzt, sofern ihre zugehörige homogene 
Gleichung nur die triviale Lösung zuläßt. 
Diese Aussage soll nun auf die Integralgleichungen (A) und (B) angewandt werden. 
Nach Schubert [5] sind die Integralgleichunggn (2.04a) und (2.04b) mit (2.04c) unter 
hier erfüllten Voraussetzungen eindeutig lösbar, wenn 


1 | 
0) 
a 12 2 
2 are 2) dı<a 


Fu 


Or 
ist. Eine ganz grobe Abschätzung ergibt für unseren Zusatzkern 3 K(2—.1t) 


2 [(&ren)acs, 


also ist Aiesbs Aukärdeke sicher kleiner als n2. 


» Mit f,(z) und f,(x) sind f»(x) und f;(x) und damit die Lösungsschar (2.09) von (B) ein- 
_ deutig bestimmt. Dasselbe gilt An Grund der obigen Überlegungen dann auch für die Lösung 
der Integralgleichung (A), wenn die Lösbarkeitsbedingung (3.05), in unserem Falle speziell 


1 
[At In |2—t| +K(e—1)}dt #0; —1sısl ® 
= : s J 4 x f ’ 
erfüllt ist. Dies läßt sich leicht durch Rechnung nachweisen. Das Integral hat den Wert 0.37. 
Der in der allgemeinen Lösung von (B) steckende Parameter ist weiter nach (3.04) 


Rn Damit Ba sich auf diesem Wege A wu der Integralgleichung (A) 


\r 

SR 0) - -sind -2612 +h@ » sin 9 +20) :sin®. 

3 FAT, den berechneten Stellen | . 

k 200: A 

Re ers: 1 @212.:. 10) 

RER % nimmt diese Funktion die Werte an: 

SR "0 f)sind,; = 2.36 f®,)sin $i= 2.36 

ee, elsin d, =: 1.66 fd,)sindo= 1-66 - 
ER: 2 ae /(®)sind,;= 0.77 9,8 de 0:77 

 foysindh=—0.06 fd) sind, = — 0.06 
| N EA Seo sind; = — 0.67 f,) sind, = — 0.67 


BEL )sin. du = — 0.90. 
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in dem hier nicht behandelten Falle 5 Le —h=0 ein. Hier ergab sich ein vernünftiger 


O-Wert nur noch durch Berechnung an verschiedenen Stellen x des Intervalls -1<sxz<I1. 
Statt einer Konstanten ergab sich eine Funktion O(«), deren Verlauf in der Mitte des Intervalls 
angenähert konstant war, nach den Rändern zu aber stark schwankte. 
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Über die mehrfache Erzeugung von Koppel- 
kurven. 

Für den bekannten Robertsschen Satz über die 
dreifache Erzeugung der Koppelkurve eines Dreistab- 
getriebes soll hier ein neuer, sehr einfacher Beweis mit 
Hilfe komplexer Zahlen erbracht, und die entsprechen- 
den Sätze für die Grenzformen des Dreistabgetriebes 
mit unendlich fepnen Drehpunkten aufgestellt und 
bewiesen werden. Die Konstruktionen für die nach 
diesen Sätzen möglichen Getriebe werden angegeben. 
Diese Sätze sind eben sowie der Satz von Roberts | 
für die Getriebesynthese von Bedeutung. 

l.SatzvonRoberts!) (Bildl): „Die Koppel- 
kurve, die ein Punkt X vermittels des Dreistab- 


TB, 


Bild 1 


getriebes F}ABF, beschreibt, kann noch vermittels 
zweier anderer Dreistabgetriebe F, A,B,F,, F,A,B, F, 
erzeugt werden.‘ 

Dabei sind A,, A, die vierten Eekpunkte der durch 
F,AX bzw. F, BX bestimmten Parallelogramme, B,, 


!) S.Roberts, London Math. Soe. Proc. 7 (1876), 8. 14— 23, 
Siehe etwa R. Müller, Theor. Kinem., Berlin 1992,'8.84. 


z 


B,, F, die dritten Eckpunkte der zum Koppeldreieck 
ABX gleichsinnig ähnlichen Dreiecke mit den Grund- 
linien A, X. bzw. X4, und F,F,. 

Beweis: Wir führen ein System Gaußscher 
komplexer Zahlen mit dem Ursprung F, und F,F, als 
x-Achse ein. Die den Vektoren F}A, AB, AX, FA, 
und A,B, entsprechenden komplexen Zahlen seien 
wre) 


c=|ce?, v=|ole 


we ieto 
5 R 


a=jale'*, 


a,—=%d, elarz 


Dann entsprechen den Vektoren F,B, F,B, die kom- 
plexen Zahlen 


b=a46.51,=0,+6= el eeta+ e)= mb, 


. vl; 5 7 Sy 
wobei m = e| e'* eine komplexe Konstante ist. Der 


aus dem Gelenkparallelogramm FRÄAXA, und den 
beiden ähnlichen Dreiecken ABX und A,XB, be- 
stehende Mechanismus vermittelt demnach, wenn F, 


in der ruhenden Ebene drehbar gelagert ist, eine Dreb- 


streckung mit dem Winkela und dem Verhältnis RI 


zwischen den Feldern der Punkte B und B,. Wird 
also der Punkt B auf einem Kreis (B) um F, geführt, 
so bewegt sich B, auf dem in der Drehstreckung ent- 
sprechenden Kreis (B,) um F,. Die dritte Erzeugung 
folgt aus einer analogen Betrachtung, in der FA 
durch F,B ersetzt ist. ‚ 


2. Für die Koppelkurven der Schubkurbel 
getriebe gilt (Bild 2): . 

„Die Koppelkurve, die ein Punkt X vermittels des 
Schubkurbelgetriebes F,ABF,. beschreibt, kann 
auch noch vermittels eines 2. Schubkurbelgetriebes 
F,)A,B,F3 » erzeugt werden,‘ BR ' 

Die Richtung FF, „ schließt dabei mit der Richtung 
F,F,% den im Koppeldreiek ABX bei A gelegenen 
Winkel & ein. Das Koppeldreieck A, XB der 2. Er- 
zeugung ist dem Koppeldreieck ABX der 1. Erzeugung 
gleichsinnig ähnlich. Ir 


Beweis: Die aus dem Parallelogramm FLAXA, I 


und den beiden Dreiecken ABX und A,XB, be- 
stehende Figur kann wie im Falle des endlichen 
Dreistabgetriebes konstruiert werden. Es liegt dem- 
nach auch hier die obige Drehstreckung zwischen den 


Feldern der Punkte B und B, vor. Wird also B auf h = 


der Geraden (B) geführt, so beschreibt B, die dieser 


Geraden in der Drehstreckung entsprechende Gerade 


(B,). Dagegen wird hier das 3. Getriebe F, A, B,F, 


{ ‘ N 


ENT. y . ö Pr rn Fe 

u 3 

14 er i / 
e:; 
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uneigentlich, denn bei seiner Bestimmung nach Bild 1 F,F, und der Arm F,A aber endlich sind, fallen bei 
fallen alle seine Drehpunkte ins Unendliche 2). einer Konstruktion nach dem Satz von Roberts ge- 

Um bei gegebenem Schubkurbelgetriebe 7, ABF,„, mäß Bild 1 die Punkte F, und F,, A, und B,, A und B, 
und gegebener Lage des beschreibenden Punktes X und A, und B, bzw. miteinander zusammen. Das 
die 2. Erzeugung der Koppelkurve (X) zu finden, Getriebe F)A,B,F, der 2. Erzeugung ist demnach 


Boo.A: 


Boo,A2o 


Bild 2 


zeichnet man das durch FÄAX bestimmte Parallelo- 
gramm mit dem 4. Eckpunkt A, und über A,X das zu ; 
ABX gleichsinnig ähnliche Dreieck mit dem 3. Eck- ' Bao, A 
punkt B,. Die Gerade durch B,, die mit (B) den 
Winkel +& = BAX einschließt, ist dann die Gerade 
(B,), das Lot aus F, auf (B,) die Steggerade FF, « 
der 2. Erzeugung, 
- 3. Die Koppelkurve (X) eines Schubkurbelgetriebes 
besitzt bekanntlich 2 Doppelpunkte auf der 
re: a eek Part die en Nie en rn für sich allein nicht zwangläufig, die 3. Erzeugung 
El et des >: a NEN GEL = I mit dem Getriebe F, B,A,,F, ist mit der 1. Erzeu- 
zeugung müßten die Doppelpunkte auf der Geraden gung identisch. Es gilt et 
un Erseen ran RUF I ur BR „Für eine bestimmte Koppelkurve eines Schleif- 
En N ee 05 Ani LROAIBL drama," Gipzadie, kurbelgetriebes gibt es nur eine einzige Erzeugung 
wie es sein muß, mit g identisch. an Ar“ = = 
4. Da bei einem Schleifkurbelgetriebe 2 


ß ; Diese zählt allerdings im Sinne des Robertsschen. 
FABSEs (Bild 3) die Koppel AB oo lang,.der.Steg Satzes doppelt. Das Getriebe der 3. Erzeugung ist 


2) Vgl. L.Burmester, Kinematik I, $.382. Leipzig 1888. für sich allein nicht zwangläufig. 


A8fz . R 
Bild 3 


Ao | Aoo 
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5, Ähnlich liegen die Verhältnisse beim Winkel- 
schleifengetriebe, das man als Schleifkurbel- 
getriebe auffassen kann, bei dem ein weiterer Dreh- 
punkt ins Unendliche gerückt ist. Dies wird durch 
das Bild 4 veranschaulicht, bei der unter a) ein Schleif- 
kurbelgetriebe dargestellt ist, das mittels einer Dreh- 
hülse und einer Schleifstange verwirklicht ist. b) stellt 
das zugehörige Dreistabgetriebe F|,„ABF, ohne die 
der Herstellung im Endlichen dienenden Teile dar, 
c) ein Dreistabgetriebe, bei dem gegenüber b) noch der 
Drehpunkt F, ins Unendliche gerückt ist, d) das 
diesem Dreistabgetriebe entsprechende, mittels zweier 
Drehhülsen und Schleifstangen verwirklichte Winkel- 
schleifengetriebe. Demnach gilt (Bild 5): 


Aal 


Apen, B,0 
Bild 5 


„Für, eine‘ Koppelkurve eines Winkelschleifen- 
getriebes gibt es nur eine einzige Erzeugung dieser 
Art.“ 

Diese zähltim Sinne des Robertsschen Satzes doppelt. 
Das Getriebe der 3. Erzeugung ist für sich allein nicht 
zwangläufig und hier außerdem uneigentlich. 


6. Anders verhalten sich die jetzt noch ausstehenden, 

aus der Kreuzschleifenkette abgeleiteten 

Getriebe. Bei einem endlichen Dreistabgetriebe und 

seinen bisher behandelten Grenzformen mit unendlich 

fernen Drehpunkten besitzen die Mannigfaltigkeiten 

der möglichen Koppelkurven und der algebraischen 
; Kurven mit den für die Koppelkurven des jeweils be- 
trachteten Getriebes kennzeichnenden Eigenschaften 
die gleichen Anzahlen von Parametern. Es gibt z.B. 
im allgemeinen Falle des endlichen Dreistabgetriebes 
ei oo* Gelenkvierecke, in der Koppelebene eines jeden oo? 
beschreibende Punkte und 00° mögliche Lagen einer 

jeden Erzeugung in der Ebene, also 00° Koppelkurven. 
Andererseits ist eine allgemeine Koppelkurve eine 
Trizirkularkurve 6. Ordnung mit 3 Doppelpunkten im 

Endlichen, die auf dem Kreis durch die 3 reellen sin- 

Rrat:, gulären Brennpunkte der Koppelkurve so liegen, daß 
uRez die Dreiecke der Doppel- und der Brennpunkte der- 
selben Parabel umschrieben sind). Zur Bestimmung 
einer solchen Kurve stehen ebenfalls 9 Parameter zur 
Verfügung. Denn eine allgemeine algebraische Kurve 
6. Ordnung ist durch 27 einfache Bedingungen be- 
stimmt; daß sie trizirkular sein soll, bedeutet 12 Be- 
stimmungsstücke; daß der Kreis durch die 3 Doppel- 
punkte mit dem durch die 3 reellen singulären Brem- 
_ punkte identisch sein soll wieder 3 Bestimmungsstücke 
und daß die beiden Dreiecke derselben Parabel um- 
schrieben sein sollen noch 1 Bestimmungsstück. Es 
scheinen also nur 27—12—3—3—1 = 8 Parameter frei 
zu bleiben *), Nun sind aber die 19 Bedingungen, die be- 


°») A, B. Mayer, Comptes rend. t. 205 (1937), 8. 98—101. — 
Math. 2. 43 (1937), 8.389 —445. . 

*) Über die Bedingungen für das Auftreten mehrfacher Punkte 
siehe Enz. d. math. Wiss. III 04, L. Berzolari, S.322. 
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reits in dem Begriff ‚„Koppelkurye‘‘ enthalten sinld, 
nicht alle unabhängig voneinander, Denn wenn 
Doppelpunkte und die singulären Brennpunkte einer 
Koppelkurve diesen Bedingungen entsprechend arı- 
genommen werden, so gibt es nicht bloß eine, sondern 
ein linear&s Büschel von Koppelkurven mit dieserı 
Bestimmungsstücken, von dem durch einen beliebigz 
angenommenen Punkt der Ebene eine und nur ein«> SE 
Koppelkurve geht. Es ist also noch ein weiterer, 
9, Parameter frei®). Ebenso führen bei den andererı 
bisher behandelten Getrieben die entsprechenden Ab - 
zählungen beidesmal zu demselben Ergebnis ®). Marı 
wird also vermuten, daß bei ihnen für eine gegebene 
Koppelkurve nur endlich viele Erzeugungen durch 
Dreistabgetriebe möglich sind. Nach dem Satz von 
Roberts sind es in der Tat für die endlichen Dreistab- 
getriebe 3, von denen, wie wir sahen, bei den bisher 
betrachteten Grenzformen eine oder zwei Möglichkeiten 
praktisch ausfallen, 
Bei den aus der Kreuzschleifenkette abgeleiteten 
Getrieben jedoch ist die Anzahl der Parameter bei den 


möglichen Erzeugungen größer als bei den entsprechen- 


den algebraischen Kurven. Es gibt dementsprechend, 
wie wir sehen werden, bei diesen Getrieben zu einer 
gegebenen Bahnkurve unendlich viele Erzeugungen 
und man kann diese Möglichkeiten auch nicht mehr 
einfach durch einen Grenzübergang aus dem Roberts- 
schen Satz gewinnen, 

7. So gilt: „Eine Kreiskonchoide, die von einem 
Punkt der Koppelebene eines Kreuzschleifen- 
getriebes beschrieben wird ?), läßt sich auf 00? 
verschiedene Weisen in dieser Art erzeugen.‘“ Dies 
bestätigt zunächst die folgende Abzählung: Eine 
Kreiskonchoide ist eine algebraische Kurve 4. Ordnung 
mit Spitzen in den imaginären Kreispunkten und einem 
Doppelpunkt im Endlichen®). Sie ist also durch 
14—8—1=5 weitere Bedingungen bestimmt. Da- 
gegen ist eine Erzeugung durch ein Kreuzschleifen- 
getriebe (Bild 6) bestimmt, wenn eine Länge s, ein 
h 


RG, 


Diesen 


ZEN 


De -------..7 


Bild 6 


u 


” A N b- 
Winkel y, die Lage des beschreibenden Punktes X in h 
der Koppelebene und die Stellung. des Getriebes n 
der ruhenden Ebene, also 7 Bedingungen gegeben sind 


„ punkt von XS mit p, ist. 


getriebe FRÄAB„ Fa» (Bild 7), die ein gegebenes 


Ban  DDEE e Sf a { 


a 
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F, gleiten, so findet man in der Tat oo? weitere Er- an Stelle von Mx, A, so erhält man eine Stellung des 
zeugungen in folgender Weise: Der Kreis durch zweiten Bewegungszuges des Getriebes, bei dem der 
F,, F3, $ ist die feste Polkurve D} der Bewegung der Kreis (X’) beschrieben wird. 

Winkelebene, Man kann dann g,, 95 durch irgend 9. „Jede Ellipse kann auf 00? Arten mittels eines 
zwei Geraden g,, 9, durch S, F,,#, durch die zweiten Kreuzschiebergetriebes erzeugt werden.“ 
Sehnittpunkte F,, F, von g,, g, mit p, ersetzen. Die Sie kann zunächst (Bild 8) auf 2 Arten mittels der 
Bahnkurve des Punktes X der Winkelebene bleibt bekannten Papierstreifenkonstruktion beschrieben wer- 
nach wie vor die Konchoide des Kreises p, durch X den, nämlich nach der „Summen“. und der „Diffe- 


mit dem festen Punkt F, wenn F der zweite Schnitt- 


8. Ebenso gilt: „Es gibt o® Kreuzkurbel- 


Bild 8 


Paar von kongruenten Kreisen (X), (X’) als Bahn renzen“-Konstruktion. Dabei gleiten die Endpunkte A, 
eines Punktes X der durch AB. bestimmten Koppel-  B bzw. C, D je einer Strecke auf den Hauptachsen der 
ebene erzeugen.‘‘ Auf der Chordalen g von (X), (X’) Ellipse und ein Punkt X der bewegten Geraden be- 
kann man nämlich den endlichen Drehpunkt F, und schreibt die Ellipse (X). Diesen beiden Erzeugungen 
durch ihn die die Steggerade 7, F,» beliebigannehmen. entspricht je ein Kreis p,, pj als bewegliche Polkurve 
Dann sind das Kreuzkurbelgetriebe und die Lage des der Papierstreifenebene. Sowohl auf p, als auch auf 
beschreibenden Punktes bestimmt. Der zu (X) kon- kö lo BERAhies DinE D Ä 

gruente Kreis um F, ist der Kurbelkreis (A). Wählt ERTTESTN Ddi he ee Re 
man auf ihm die Lage von A beliebig, so ist die zu- Stelle von A, B; C, D als Endpunkte der bewegten 
gehörige Lage von X auf (X) der 4. Eckpunkt des Strecke gewählt werden. Die Leitgeraden für diese 
durch AP, M „ bestimmten Parallelogramms. Ist ferner Punkte gchen durch den Mittelpunkt der Ellipse. Ist 
der Steigungswinkel von g gegen F, F, „ gleich 180° —y m Eben EN ar en Seas fest verbunden, so 
und trägt manan XAin X den Winkel y an, so erhält ?°senreidb er jedesmal die Ellipse, (A), g 

man die Richtung nach 3x. Verwendet man M/,, 4’ Dresden, W. Schmid. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr, F. Hund (Prof. a. d. Univ. Jena), Wirkungs- Mathematik und W. Lietzmann: Felix Klein und 
quantum und Naturbeschreibung. (Deutsche der mathematische Unterricht, wiedergegeben. Die 
Akademie der Wissenschaften, Vorträge und Schriften. Vorträge schildern Persönlichkeit und Leistungen 
Heft 35.) 188. Berlin 1949. Akademie-Verlag. Kleins, wobei vor allem die beiden letzten Redner 
Preis brosch. 2,50 DM. aus reicher, in jahrzehntelanger Zusammenarbeit mit 

Die kleine Schrift bringt einen Vortrag, derin der dem überragenden Wissenschaftler und Organisator 
Gedenkfeier für Max Planck am Leibniztag 1948 gewonnener Kenntnis schöpfen können. Allen, die 
gehalten wurde. Es wird dargestellt, wie die Ent- Klein noch gekannt haben, und auch vielen anderen 
deckung; des Wirkungsquantums die Gedankenwelt wird die Lektüre dieses Heftes einen großen Genuß 
der Physik verändert hat, und wie darüber hinaus bereiten, . 


Einfluß nicht nur auf Naturwissenschaft und Technik, Dresden. Willers, 
‚sondern auch auf das allgemeine Bewußtsein der 

Menschheit ausgeübt wurde, Prof. Dr. R. Rothe, Höhere Mathematik für 
Dresden. Becknagel. Mathematiker, Physiker, Ingenieure. Teil V: 


Formelsammlung unter Mitwirkung, von Studien- 
rat O. Degosang und Dr.-Ing. G. Dobbrack. 
- (Teubners Mathematische Leitfäden Bd. 43.) Zweite 
"Aufl, 124 8. mit 74 Abb, Leipzig 1949. B. G. Teubner 
Verlagsgesellschaft. Preis kart. 4,— DM. 

Mit dem Erscheinen des fünften Bandes ist die 
Neuauflage des Werkes von Rothe nun abgeschlossen, 
Er enthält eine, Zusammenstellung der Formeln und 

- Sätze mit Hinweisen auf die Stellen der drei ersten 
Bände, in denen sich die Ableitungen finden, doch 
_ kann der Band auch unabhängig von den ersten als 
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Formelsammlung benutzt werden. Es ist sehr er- 
{reulich, daß das treffliche Werk den Studierenden 
nun wieder vollständig zur Verfügung steht, und es 
ist sehr zu wünschen, daß es von vielen benutzt wird. 
Dresden, Willers. 


Dr. Fritz Sauter (Prof. a. d. Univ. Göttingen), 
Differentialgleichungen der Physik. (Samm- 
lung Göschen Bd. 1070.) 2. Aufl. 148 S. mit 16 Fig. 
Berlin 1950. Verlag Walter de Gruyter & Co, Preis 
brosch. 2,40 DM. 

Im wesentlichen unveränderter Abdruck der in 
Bd. 23 (1943), S. 126 dieser Zeitschrift besprochenen 
ersten Auflage. Das Literaturverzeichnis wurde er- 
gänzt. 

Dresden, Willers, 

Dr.-Ing. Theodor Pöschl (o. Prof, an d. Techn. 
Hochschule Karlsruhe), Lehrbuch der Techni- 
schen Mechanik. Erster Band: Statik und 
Dynamik. Dritte, umgearbeitete Aufl. VIII + 
343 S. mit 257 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 
1949. Springer-Verlag. Preis geh. 22,50 DM, geb. 
25,— DM. 

Der erste Band des Mechaniklehrbuches des durch 
seine zahlreichen interessanten Veröffentlichungen 
bekannten Verfassers erreicht nunmehr seine dritte 
Auflage. In der neuen Auflage tritt das Bemühen 
des Verfassers um eine gründliche und eingehende 
Darstellung der Begriffe und Lehrsätze der Mechanik, 
vor allem der mit ihnen verbundenen Abstraktionen 
besonders hervor. Gerade die abstrahierenden Be- 
griffsbildungen in der Mechanik bedeuten für den 
Studierenden eine erhebliche erkenntnistheoretische 
Gedankenarbeit, von deren Gründlichkeit es abhängt, 
mit welcher Sicherheit der Lernende beliebige mecha- 
nische Systeme rechnerisch zu behandeln in der Lage 
ist. Verfasser sieht in der technischen Mechanik eine 
für die gesamte Technik grundlegende Wissenschaft, 
deren weitere Vertiefung und unterrichtsmäßige Aus- 
gestaltung eine dringende Forderung des technischen 
Hochschulwesens sei, das sich in einer unausgesetzt 
fortschreitenden Entwicklung befindet. Aus diesem 
Grunde nimmt er bei Behandlung des Stoffes einen 
wesentlich höheren Standpunkt ein, als es sonst 
innerhalb der Vorlesungen über Mechanik an tech- 
nischen Hochschulen üblich ist. So werden z. B. auch 
die Bewegungsgleichungen von Lagrange eingeführt, 
deren Handhabung bei einiger Übung in der Regel 
größere Rechensicherheit und Zeitersparnis mit sich 
bringt, wenn auch für technische Zwecke vielfach 
gewisse Substitutionen erforderlich sind, welche das 
jeweilige praktische Problem in ein geeignetes Modell- 
system umwandeln. Auch an anderen Stellen zeichnet 
sich das Buch durch elegante formalistische Dar- 
legungen aus, welche seinen Wert gegenüber anderen 
Mechanikwerken klar erkennen lassen. 

Dresden. H. Neuber, 


Dr.-Ing. habil, Walter Kaufmann (o. Prof. der 
Mechanik a. d. Techn. Hochschule München), Ein- 
führung in die Technische Mechanik, Erster 
Band: Statik starrer Körper. VI -+ 166 S. mit 
194 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1949. Springer- 
Verlag. Preis brosch. 15,— DM. 

Bereits im Jahre 1927 hatte der Verfasser in Han- 
nover das Lehrbuch ‚‚Einführung in die Mechanik 
starrer Körper‘‘ als achte Auflage der ‚Vorträge über 
Mechanik“ von Keck-Hotopp (Helwingsche Ver- 
lagsbuchhandlung Hannover) herausgegeben. Nach- 
dem dieses Buch seit geraumer Zeit vergriffen ist und 
sich nach dem Kriege ein starker Büchermangel 
bemerkbar gemacht hat, gibt der Verfasser nunmehr 
seine eigenen, an der technischen Hochschule München 
gehaltenen Vorlesungen in Buchform heraus. Der 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 
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vorliegende erste Band bringt die Lehren über das 
Kräftegleichgewicht, die Zerlegung und Zusammen- 
setzung der Kräfte in Ebene und Raum, den Schwer- 
punkt, die Bestimmung der Auflagerkräfte ebener und 


‚räumlicher Systeme, die trockene Reibung und das 


Prinzip der virtuellen Verrückungen. Das Buch fällt 
durch besonders sorgfältig durchgeführte Darlegungen, 
sowohlim theoretischen Teil, wie auch bei Behandlung 
der Anwendungsbeispiele auf und wird deshalb be- 
stimmt seinen Platz neben den Standardwerken der 
Mechanik behaupten können. 


Dresden. H. Neuber. 

Dr.-Ing. habil, Alf Pflüger (Prof. a. d. Techn. 
Hochschule Hannover), Stabilitätsprobleme der 
Elastostatik. VIII + 339 S. mit 389 Abb. Berlin- 
Göttingen-Heidelberg 1950. Springer-Verlag. Preis 
geb. 34,50 DM. 

Die Theorie der Stabilität elastischer Systeme 
nimmt bekanntlich in der Klastizitätslehre eine 
Sonderstellung ein; obwohl es sich dabei eigentlich 
um nicht-lineare Probleme handelt, kommt es doch 
in den meisten praktischen Fällen nur auf das zu- 
gehörige Eigenwertproblem an, das aus dem all- 
gemeinen durch Linearisierung entsteht. Für die an- 
genäherte Lösung dieser Probleme haben sich die sog. 
Ennergiemethoden als besonders fruchtbar erwiesen, 
diein verschiedenen Formen zur Ausbildung gelangten 
und deren ausführliche Darstellung der Verfasser zum 
Gegenstande seines Buches gemacht hat. Hervor- 
zuheben ist die außerordentliche Anschaulichkeit der 
Darstellung und die stete Bezugnahme auf die gegen- 
über der vollständigen Theorie getroffenen Verein-- 
fachungen, sowie auf die Abweichungen, die bei Nicht- 
geltung des Hookeschen Gesetzes eintreten. Der 
Inhalt des Werkes erstreckt sich auf die drei Haupt- 
gebiete: Stäbe und Stabverbindungen, Platten und 
Schalen. Einen besonderen Schmuck des Werkes 
bildet. die übersichtliche und reichhaltige Formel- 
zusammenstellung für die kritischen Werte bei diesen 
‚„‚ Verzweigungsproblemen‘, die eine große Zahl von 
Belastungsfällen umfassen und in vielen praktischen 
Fällen unmittelbare Anhaltspunkte abgeben können, 
und deren Darstellung in übersichtlichen und ein- 
drucksvollen Kurventafeln. Ä 


Karlsruhe. Th. Pöschl. 

Hans Jönck, Mechanik und Festigkeits- 
lehre. 5. Aufl. 280 $. mit 322 Abb. und 246 Auf- 
gaben. Braunschweig 1950. Friedr. Vieweg & Sohn. 
Preis geb. 7,80 DM. 


Dem Zweck, den Bedürfnissen der Betriebspraxis 


dienen zu wollen, wird das Buch nach Inhalt und Art 


der Darstellung in vollem Maße gerecht. Es werden 
nur die elementarsten Begriffe und Beziehungen ver- 
wendet, aber in einfacher und ansprechender Dar- 
stellung. Die mehrfach notwendig gewordenen Auf- 
lagen beweisen, daß das Buch in seinem Kreis gut 
eingeführt ist. 
Karlsruhe, \ Th. Pöschl. 
Prof, A, Rohrberg (Abteilungsleiter a. d. Ingenieur- 
schule Gauß in’ Berlin), Theorie und Praxis des 
logarithmischen Rechenstabes. (Mathematisch- 
physikalische Bibliothek I, 23.) 8. Aufl. 59 S. mit 
3Abb,. Leipzig 1950. B. G. Teubner-Verlagsgesell- 
schaft. Preis kart. 1,80 DM. 


Dresden, 


ö 
i 
2 


Z.angew. Math. Mech. 
Bd. 30 Nr.10 Okt, 1950 


Eingegangene Bücher — Zuschriften an den Herausgeber 


335 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten) 


Centre Belge de Recherches Math(matiques, Col- 
loquedes G&om6trieAlgöbrique. Tenu 
ä Liege les 19, 20 et 21 d@cembre 1949. 195 S. Liege 
et Paris 195°. Georges Thone, Masson & Cie. Preis 
200 fr. belg. oder 1,400 fr, francais. 


Dr, R. Jaeckel (apl. Prof. a. d. Univ. Bonn), 
Kleinste Drucke, ihre Messung und 
Erzeugung. (Techn. Physikin Einzeldarstellung 
Bd. 9). X -+ 302 S. mit 301 Abb. Berlin-Göttingen- 
Heidelberg (München) 1950. Springer-Verlag (F. J. 


Bergmann). Preis geh. 39,60 DM. 


Dr.-Ing. L, Cremer (Dozent a. d. Univ. München), 
Die wissenschaftlichen Grundlagen 
der Raumakustik, Band II: Wellen- 
theoretische Raumakustuik. »XIV + 355 
S. mit 87 Abb. Leipzig 1950. S. Hirzel-Verlag, Preis 
geb. 21,50 DM. - R 


Dr.-Ing. W, Meyer zur Capellen, Integral- 
t&feln. Sammlung unbestimmter Integrale elemen- 
tarer Funktionen. VIIL + 292 S. Berlin-Göttingen- 
ra 1950. Springer-Verlag. Preis geb. 36, — 

MM, 


Dr. K. Marguerre (Prof. a. d. Techn. Hochschule 
Darmstadt), Neuere Festigkeitsprobleme des 
Ingenieurs. Ausgewählte Kapitel aus der Elasto- 
mechanik von W. Flügge, Stanford, R. Grammel, 
Stuttgart, K. Klotter, Karlsruhe, K. Marguerre, 
Darmstadt, G. Messmer, Darmstadt. VII - 253 S, 
mit 120 Abb. Berlin-Göttingen-Heidelberg 1950. 
Springer-Verlag. Preis geb. 25,50 DM. 


E. Lindelöf } (Prof. a. d. Universität Helsingfors), 
Einführung in die höhere Analysis, zum 
Selbststudium undfür Studierende der 1. Semester, 
übersetzt von E. Ullrich (Prof. a. d. Univ. Gießen) 
Zweite Auflage. IX + 526 8. mit 84Abb. Leipzig 
1950. B. G. Teubners Verlagsgesellschaft. Preis geb. 
14,30 DM. 


Dr, Heinrich Blasius (Oberstudienrat an der 
Ingenieurschule zu Hamburg), Mechanik. Physi- 
kalische Grundlagen vom technischen Standpunkt. 
Dritter Teil: Kinematik, Dynamik, Hydraulik. 
Dritte, neubearbeitete Auflage. 35] S. mit 255 Abb. 
und 11 Aufgaben. Hamburg 1950. Boysen & Maasch 
Verlag. Preis kart. 14,-- DM, geb. 17,— DM. 


E. Madelung (Prof. a. d. Univ. Frankfurt a. M.), 
Die mathematischen Hilfsmittel des Phy- 
sikers. (Die Grundlehren der mathemat. Wissen- 
schaften in Einzeldarstellungen, Band IV.) Vierte, 
verbesserte Aufl. XX -+- 531 S. mit 29 Abb. Berlin- 
Göttingen-Heidelberg 1950. Springer-Verlag. Preis 
47,— DM, geb. 47,70 DM. 


Dr. Horst Teichmann. Einführung in die Quan- 
tenphysik. (Mathematisch-Physikalische Biblio- 
thek. II, 13.) 2. Aufl., 104 S. mit 44 Abb. Leipzig 
1950. B. G. Teubner-Verlagsgesellschaft. Preis: karton. 
4,20 DM. 


Otto Lorenz, VDI, Der Ingenieurberuf. 
Voraussetzungen — Ausbildung — Laufbahnen, 
VI -+- 1538. mit 4 Abb. Düsseldorf 1950. Deutscher 
Ingenieur-Verlag G.m.b. H. Preis brosch. 4,80 DM, 
für VDI-Mitglieder‘ 4,30 DM. 


Gerrit Bol, Projektive Differential-Geo- 
metrie. I. Teil. (Mathematische Lehrbücher, heraus- 
gegeben vom Mathematischen Forschungsinstitut 
Öberwolfach unter Leitung von Prof. Dr. W. Süß, 
Band IV.) VIL-+ 365 S. mit 15 Abb. Göttingen 1950. 
Vandenhoek & Ruprecht. Preis brosch. 17,30 DM, 
geb. 20,— DM. 


Dr. Gerrit Bol, Elemente der analytischen 
Geometrie. Bd.I u. II. (Studia Mathematica/ 
Mathematische Lehrbücher, Bd. II und V.) 232 S. mit 
103 Abb. und 156 8. mit 23 Abb. Göttingen 1948/ 
1949. Vandenhoek & Ruprecht. Preis kart. 14,— 
bzw. 8,80 DM., geb. 16,50 bzw. 10,50 DM. 


Dr, phil, Dr.-Ing, e.h. Werner Schmeidier (vorm. 
o. Prof. a. d. Techn. Hochschule Berlin), Integral- 
gleichungen mit Anwendung in Physik und 
Technik. Bd. I: Lineare Integralgleichungen. (Mathe- 
matik und ihre Anwendungen in Physik und Technik, 
Reihe A, Bd. 22.) XIT-+ 611 S. Leipzig 1950. Akade- 
mische Verlagsgesellschaft. Preis geb. 38,— DM. 


W., Blaschke, Einführung in die Differen- 
tialgeometrie. (Grundlehren der mathematischen 
Wissenschaften in Einzeldarstellungen, Band LVIIL.) 
VII -+ 146 $S. mit 57 Abb. Berlin-Göttingen-Heidel- 
berg 1950. Springer-Verlag. Preis brosch. 16,— DM., 
‚geb. 18,60 DM. 


ZUSCHRIFTEN AN DEN HERAUSGEBER 


Zu G.Hamel: „Zur Fehlerschätzung bei ge- 


wöhnlichen Differentialgleichungen‘“. Z. an- 
gew. Math. Mech. 29 (1949), $. 337—341. 
Die Differentialgleichung 
N I STE () 
de "1 —-d) (ln 


besitzt die im Ursprung verschwindende Lösung 
no)=1-NMF2Zhl-H=Ice .() 
n=1 


N 
n!Cy -) Kn,ra” 
r=1 
Durch Zurückgehen auf eine umfassendere partielle 
Differentialgleichung hat Herr Hamela.a. 0. be- 
wiesen, daß K, „ der partiellen Differenzengleichung 


Knr=(n—]) EN „+ ar 3) on, D, 
\ 


mit 


und C„ der Differenzen-Differentialgleichung 


„aCy—ı 2 
2a va +(n—1 (11) 
genügt. Wir zeigen, daß sich diese beiden Funktional- 
gleichungen unmittelbar aus der Potenzreihendarstel- 
lung von n herleiten lassen. 

I. Die Potenzreihe für die r-te Potenz der Funktion 


aC„—ı N En. 


1 
NN eg: EL 4 
u) =in7— (4) 
kann offenbar in der Form (5) angesetzt werden 
I 1 
ur Dem "on. 


n=r 
Auf Grund der aus (4) entspringenden ‚Differential- 
gleichung > 
d er—1 > 
(1-- 8) FERN (&)'=rw(£) i . (6) 


24* 
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die partielle Differenzengleichung 


+ C®ZD mit C®=1 (M) 


erfüllt 0 


n—r 


cm = (n—- 1), HT 


n—1—r 


und besitzt die Eigenschaften 


c® =0, wenn k<0 oder n<skist (79). 


Hiernach sind die el mit den Fakultäten- 


koeffizienten oder Stirlings chenZah- 
len identisch. (Schlömilch, Compendium Bd. 2, 
1895, 8. 12f. u. 30f.) 


Jetzt geht aus (2) und (4) zunächst die Reihe 


3 
w r! 


n„=1-YV1—-2aw a’w' . .(8) 
Nr 
mit } 
ar 3) ee 
m und i 
a=@radm.. (8b) 


y h k E 
hervor; sie verwandelt sich durch Einsetzen von w 
aus (5) in die Darstellungen 


oo oo 1 
tr > > sa (N) rer 
Br N. nıfr On r@ 5 R 
A r=l ner 
N h 


N r 7 4 . (9). 
A j! 
2 ns (R) EN 
B Sulmed.e 
K: N= = 
m Wir erhalten daher : 
A: N 
vi 
rt Hr n! [079 =: >; Pr ( a TE Re) (10) 
Zi 
Bet, und 
. Kn,r= Pr ER ie UN). 
i 


Multipliziert man schließlich (7) mit p,, so. erhält man 
wegen (8b) die Gleichung (I). 
Il. Der Ausdruck 


Am > preh a 


=1 
läßt sich vermöge (7) und (10) in 


A= (1 a —(a— HC, 4... (12a) 


überführen. Weiter kann man 4, weil das erste Glied 
nach (7*) verschwindet, auch in der Gestalt 


n—1 
. Er Br 
” 4= >23 P,+1 CD a" 
vl 


schreiben und nach Anwendung von (8b) wie folgt 


i zerlegen . 
% n—1 ; n—1 
t 3181 (a—1) „—1 (n—1). ,r. 
2a z pr 0, , 0 = DOT; 


es ergibt sich daher 


RE: 


d 
Ä A=(n—]1)! (2a: EN Ca) . (12b). 
vn Vergleich von (12a) und (12b) liefert die Gleichung 
r 


P.E. Böhmer. 


Die vorstehende Zuschrift hat Herrn Prof. Hamel 
vorgelegen, Willers, 


Dresden. 
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Zu P. Riebesell, Kritische Betrachtungenzur 
sog. Großzahlforschung in der Technik und 
zur Anwendung mathematisch-statistischer 
Methoden in der Biologie und Medizin. Z.an- 
gew. Math. Mech. 28 (1948) S. 226— 234. 


Infolge eines durch den Tod von Herrn Riebesell, 


übernommen hatte, bedingten Versehens, ist mein 
letzter Brief an Herrn Riebesell auf Seite 132 der 
ZAMM Bd. 30 als „Ergebnis unserer Auseinander- u 
setzung‘ irrtümlich im Auszug veröffentlicht worden. 
Da dieser Brief auch im vollen Text ohne Wiedergabe 

der gesamten Korrespondenz unverständlich bleibt, 

gebe ich nachstehend zur Klarstellung eine Gegen- 


wi“ 


spondenz. Bi 
1. Riebesell setzte auf ein Daeves-Beckel- g". 
sches Beispiel den x?-Test unter Annahme Freiheits- 
grade gleich Klassenzahl an und wies nach, daß die 
4--Methode keinen Anlaß gibt, ein «inheitliches Kol- 
'ektiv abzulehnen und daß daher die Trennung nach af 
Dae es-Beckel unberechtigt sei. nn 

2. Rosso w wendet demgegenüber ein: Re 

a) der x?-Test ist parameterfrei und daher un- 
empfindlich; 

b) die Anzahl der Freiheitsgrade ist zu hoch ge- | 
zählt, mindestens müssen 2, besser bis 9 Werte von 
der Klassenzahl abgezogen werden: Anzahl der Beob- 
achtungen, zwei Mittelwerte, zwei Streuungen der 
beiden Teilkollektive als Minimum und, da graphisch 
auch auf Schiefe und Exzeß geprüft wird, noch je 
einmal ein Grad für drittes und viertes Moment jedes 
Teilkollektives; genau genommen sogar noch die 
Stückzahl eines Teilkollektives. 

3. Prüft man die fiduziären Wahrscheinlichkeiten 
x; der Zellenhäufigkeiten nach Poisson und koppelt 
diese über „= — 2X log nat a;so ergibtdie Prüfung 
bereits auf den mit der %?-Methode allein getesteten 
Fehler erster Art eine Wahrscheinlichkeit von 
& <= 0,01; Ansetzen eines sign tests auf den Gang 
der Differenzen zwischen Erwartung und Beob- 
achtung ergibt den bei Vorliegen zweier Teilkollektive 
erwarteten Gang. ER Ki m RK, 

Bei Annahme einer Urteilsschwelle von 0,05 bis 
0,025 wäre daher die Annahme einheitlicher Kollek- 
tivs zu verwerfen, d.h.die Daeves-Beckelsche 
Trennung berechtigt. Ki mr 

Das’ Ergebnis der Auseinandersetzung zu diesem 
Tatbestand war: ENTE" 3. 

1. Riebesell und Rossow sind sich einig, daß’ 
die Höhe der Urteilsschwelle technisch bedingt ist und 
zwei verschiedene Schlußfolgerungen bei unterschied- 
licher arbitfärer Festsetzung der Irrtumswahrschein- 
lichkeit und der Wichtigkeit des Fehlers zweiter dt 
durchaus möglich sind, ohne daß die jeweilige andere 
Schlußfolgerung als statistisch falsch angesehen wer- 
den darf, zumal wenn Methoden verschieden 
Schärfe verschiedenen Irrtumswahrscheinlichkei: 
zugeordnet werden, Ver Ey 

2. Bezüglich der Freiheitsgrade 
gung erzielt: Riebesell hielt in Übe 
mit von ihm zitierten Autoren » = KR 
vorliegenden Fall für berechtigt, 
v — 2 für einheitliches Kollektiv I 
bzw, v—3 dann, wenn alle Werte 
probe bedingt sind, als höchstzulässi 

Beide sind sich einig, daß kennz 
dann. wenn über die Wahl der] 
keıt Zweifel bestehen können, i 
nur Hınweise geben und « 
‚die Entscheidung brin 
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